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Notacion Basica

e Sea E un conjunto. x € F significa que = es un elemento de F
Por ejemplo = € R significa que x es un nimero real

e Sean F y E'. La notacion F C E' significa que F esta contenido en

E’ 6 bien E es un subconjunto de E’.

e Sean F y E' dos conjuntos. Entonces el conjunto de todas las parejas

se denota por:
Ex E ={(z,y)talquex € Ey 2’ € E'}

e La interseccion de E y E’ denotada por E N E’; es el conjunto de

elementos que estén en F y E’ a la vez.

e La unién de E' y E’ denotada por E U E’; es el conjunto de elementos

que pertenecen a £ o a E'.
o 7 (R,R) “el espacio de todas las funciones de R en R”
e 7(0,1] “ Espacio de todos los polinomios definidos en [0, 1]”
e 76 P (R) “ Espacio de todos los polinomios definidos sobre R”

e Z,[0,1] “Espacio de todos los polinomios de grado < n”
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e (C([0,1]) “Espacio de todas las funciones continuas sobre [0, 1]”
e C(R) “Espacio de todas las funciones continuas sobre R”

e C'(R) “Espacio de todas las funciones derivables y con derivada conti-

7

nua

e C'(R) “Espacio de todas las funciones i—veces derivable, en donde la

i-ésima derivada es continua”

e C*(R) “Espacio de todas las funciones indefinidamente derivables en

donde todas las derivadas son continuas”
e C*R)C---CC(R)C---CCYR) Cc C(R) C #F(R,R)

o Myxn(R) “El espacio de todas las matrices m-filas y n-columnas con

coeficientes reales”



Capitulo 1

ESPACIOS VECTORIALES

1.1. Definiciéon y propiedades

La siguiente definicién consiste en enunciar los diez axiomas que debe
satisfacer un conjunto muy importante en Algebra lineal llamado Espacio
vectorial. En lo que sigue se adopta la siguiente terminologia. Los elementos

de K se llaman escalares, y los elementos de E' se llaman vectores.

DEFINITION 1.1 (ESPACIO VECTORIAL.) Dado un conjunto K llamado cam-
po, generalmente K se toma como R 6 C y E un conjunto no vacio donde se
han definido dos operaciones “®” y “©7, suma y producto respectivamente,

como Sigue:
1. Suma: La suma es cerrada.
ExFE— FE
(u,v) —> ud v

2. Multiplicacion por un escalar: La multiplicacion por un escalar es ce-
rrada
KxFE— F
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10.

ANu)— AQu

Con las dos operaciones suma y multiplicacion por un escalar se dice
que la terna (E,®, ®) es un K -espacio vectorial si para todo u,v,w € E

y para todo A\, u € R, se satisfacen los siguientes axiomas.

La suma es conmutativa:

uPbv=vPu

La suma es asociativa:
u® Wdw)=(udv)dw

Ezistencia del elemento neutro aditivo, es decir,

Eziste Op € E tal que O ® u=u ® 0 = u para todo u € £

FExistencia del inverso aditivo:

Para todo v € E, eriste —u € E tal que u® (—u) = 0g

Distributividad del producto con respecto a la suma:

AO(Udv)=AQud AV
Distributividad del producto con respecto a la suma de escalares:
A+p)Ou=A0udpudu
Asociatividad del producto con escalares:

ANO(pou)= M) Ou

Existencia del elemento neutro en un producto:

lOou=u
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EJEMPLO 1.1 Los siguientes:

1. El conjunto de los numeros reales R con las operaciones usuales de la

suma y multiplicacidn, es decir, considerando “®” como “+7 y “®”

“wom

como “-7, es un espacio vectorial. Verificar los 10 axiomas es trivial.

2. B = {0}

“El conjunto que consiste solamente del elemento cero en un espacio

vectorial, pues satisfacen los diez axiomas.”

3. E={1}

No es un espacio vectorial, pues viola el arioma de la cerradura bajo

la suma, 14+ 1 =27 y otros axiomas mas.

4. El conjunto de los numeros complejos C es un espacio vectorial.

Los 10 axiomas se verifican com sigue: Sean u, v, w € C y \,u € R.
1. Sean u,v € C entonces
u=a+bi yv=c+di

Entonces la suma en C se define como:

udv=a+c+i(b+d)

se observa que asi tal como esta definida la suma, el resultado
sigue siendo un numero complejo. Por la tanto la suma es cerrada.
Como nota, la suma entre a y ¢, b y d es la suma usual de los

numeros reales.
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2. La multiplicacion por escalar se define como sigue, sea u = a+1ib €
CyleR:
AOu=Aa+i\b

donde la multiplicacion entre X y a, A y b es la multiplicacion usual

de los numeros reales.

3. Sean u,v € C. u=a+1tb yv = c+1id, entonces
ubv=a+bi+c+di=c+di+ta+b=vdu
4. Sean u,v,w € C, tal que
u=a+ib,v=c+idyw=e+if
Es fdcil verificar que u® (v ®w) = (uBv) Dw
5. El elemento neutro aditivo se toma como:
Oc =0+10
entonces para todo u € C, se tiene:
u+0c=u
6. Para todo u=a+1b € FE, —u= —a — bi y satisface
u® (—u) = 0¢
7. Para todou=a-+bi, v=c+di en C y A en R.

AO(udv) = Ma+bi+c+di)
AMa+c+i(b+d))
Aa+b) +iA(b+ d)
Aa +i\b + e+ iMd
= AOQudAOv
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8 A+p)ou=2A0ududu
9. NO (poOu)=Au)Ou

10. El elemento neutro en producto se toma igual a 1. Entonces para

todo u = a +1b en C, se tiene
lou=1a+b)=la+lib=a+ib=u

5. R? es un espacio vectorial. La suma y la multiplicacién se definen como

sique:
j) y S Rza T (xla'IZ); y - (ylayQ)
@Y = (141,22 + y2)
)\@f = ()\%1,)\132)
)
Opz = (0,0).

6. R™ es un espacio vectorial. La suma y la multiplicacion se definen como

sique:
T = (‘Tl?x?""77mn)7y:<y17y27"'ayn)
T@Y = (ti+wy, - Tn+yn)
AOT = (Axy,-,Azy)
Yy

Ogn = (0,0,--- ,0).

Para el caso R y R™ se deja como ejercicio verificar los axiomas que
faltan.

EJjEMPLO 1.2 E = {z € R tal que x > 0}
Con la suma y la multiplicacion usual de los numeros reales £ no es un es-

pacio vectorial, es suficiente observar que 0 ¢ E.
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Ahora nuestro objetivo es redefinir la suma y la multiplicaciéon de
tal forma que F sea un espacio vectorial. Entonces supongamos que E
esta dotado de las siguientes operaciones suma y multiplicacion respectiva-

mente. Para todo u,v € Ey A € R

uPv=u-v (1.1)

O u=u (1.2)

Es decir por ejemplo

263 = 2-3=6
203 = ¥ =9
¢Bajo las operaciones suma y multiplicacion definidas por (1.1) y (1.2) res-

pectivamente. Pruebe que E es un R espacio vectorial?
Solucion.
l.ubv elE, udbv=u-veFE
2. uc EANER, Nou=uv"€FE
3. u®v=veu? En efecto:
UDV=U- V=0V -U=VDU
4 u+(vdw)=(udv)dw? Se tiene
udvdw) =u-v-w=(u-v) w=wWBv) w=(uBv)Dw

5. u®0p=u = wu-0g=u = 0 = 1. Porque todos los
elementos de E son estrictamente positivos. Entonces en E el elemento

neutro aditivo esta dado por 1.
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6. udu =0p = udd =1 = uw-iv=1 = v =ul
Entonces en B, —u =« = u~ .
7 A0udv)=A0udAOv?
AOUwdv) =20 (w)=w)=v* - = v = 0ud v
8 M) Ou=A0udpov?
A\) Qu=uM*=v* = U=\ O ud pu o u
9. AO (LOu) = (Au) ©u?
AO(pOu) =10 (u) = (u) = = () Ou
10. a ®u = u* = u = a = 1. Entonces en E el elemento neutro para el

producto esta dado por 1.

Como E satisface los 10 axiomas de la definicién (1.1) por lo tanto es un

espacio vectorial dotado de las operaciones antes mencionadas O

EJERCICIO 1.1 Verifique si los siguientes conjuntos son espacios vectoriales:

1.

E = {(z,y) € R? tal que y = mx}, m constante real

2. E={(x,y) € R? tal que y = 3z + 2}

3. E={(x,y,2) € R? tal que ax + by + cz = 0}

4. F(R,R) el espacio vectorial de todas las funciones de R en R bajo las

reglas usuales de la suma y producto por escalar definidas respectiva-

mente como sigue:

f+g9g : R - R
v = (f+9)@) = f(x)+g(z)
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Af +: R - R
z = (AN)x) = Af(z)

El elemento neutro aditivo en F esta dado por:

0: R »- R
xr — 0(x)=0

5. Se considera la ecuacion diferencial homogénea de sequndo orden
y'(x) +a(@)y’ + b(x)y(x) =0

donde a(x) y b(x) son continuas, pruebe que el conjunto de soluciones

la ecuacion diferencial es un espacio vectorial.

OBSERVACION 1.1 o Z,(R) es un espacio vectorial. En efecto, sean p
yqen P, yAenR. La suma y multiplicacion por escalar en &, (R)

se definen como sigue:

p(z) = ag + a1x + axx® + ... + a2t donde l <n
q(z) = by + by + by® + ... + byx” donder < n
Suponiendo que | < r, tenemos:
p(2)Dq(z) = ag+bo+(a1+by)x+(ag+bo)x+. .. (ai+b) ' a2 4. . Ha,a”

Yy
MO p(z) = Aag + Aayz + Nagz? + ... ... +

o [l espacio Moy xn(R) es un espacio vectorial. Las operaciones suma y

multiplicacion se definen como sigue: sean AyB € Mpyxn(R) y X en R.

11 Q12 - Qip bii b - bln

Q21 Q22 -+ Q2 bai by -+ by,

A:

Am1 Q2 - Qmn bml bm2 bmn
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Entonces la suma en Mpyxn(R) se define como sigue:

ayp +bnn ap+big - a, + 01,
A®B— as1 + ba1  ag + byy - A2p, + bay,
Am1 + bml Am?2 + bm2 e Amn + bmn

La multiplicacion por escalar esta dada por:

Aair Aaiz - Aai,

Aa Aa R Yo o
AG A= .21 22 2

/\aml )\am2 e /\amn

El elemento neutro aditivo esta dado por:

1o
I

Sim=n, Mpxn se denota como M, (R) el cual representa el espacio

de las matrices cuadradas.

EJERCICIO 1.2 Bajo las operaciones suma y multiplicacion definidas arriba

en cada caso, verifique que P, (R) y Mpuxn(R) son espacios vectoriales.

OBSERVACION 1.2 Por razones de simplificar la notacién , en el resto de

(3]

todo el texto adopta la notacion “+7 en lugar de “@®7, “®7 respec-

tivamente.

TEOREMA 1.1 Sea E un espacio vectorial, uw € E y A € R. Entonces

1. ORUZOE
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2. X0 =0g
3. (1) u=—u
4. u=0 = A=0d6u=0
Demostracion.
1. Utilizando el axioma 8 se tiene:
O-u=0+0)-u=0-u+0-u

El axioma 6 afirma que cada elemento cuenta con un inverso aditivo,

por lo tanto

O-u—0u=0-u+0-u—0-u

2. El axioma 7 implica que
A-0=X-(040)=X-0+X-0
Por lo tanto A - 0 = 0 es una consecuencia directa del axioma 6.
3. Por el axioma 8 y la propiedad 1 del Teorema 1.1 se tiene
(-)-ut+u=((-1)+1)-u=0

Ahora
(-1)-u4+u=0

Utilizando el axioma 6, se obtiene que:

() u+u—u=0—u
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Lo que implica

(=1) - u=—u

4. Si A =0, A-u = 0 es una consecuencia de la propiedad 1 del Teorema

1.1. Si A # 0 entonces se multiplican ambos lados de la igualdad
Au=0

por A~! por lo tanto

AN u=2"10=0
lo que implica que u = 0.

|

TEOREMA 1.2 En cualquier espacio vectorial E, el elemento cero es unico.

Demostracion. Supongamos que E cuenta con dos elementos cero 0y y 0s.

El axioma 5 implica lo siguiente:

01 + 0y = 09

02+01:01

es decir, se aplico el axioma 5 considerando la propiedad del cero que tienen

0; v 05. Como consecuencia del axioma 3 se tiene:
01 :01+02:02+01 :02

Por lo tanto:
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TEOREMA 1.3 En cualquier espacio vectorial E, cada elemento en E, tiene

un unico inverso aditivo.

Demostracion. Sea u € E, supongamos que u; ug son sus inversos aditivos

entonces por el axioma 6 se tiene:

U+U1:O

U+U2:O

Lo que implica que

U+ U =u+ uy
Sumando uy a ambos términos de la igualdad anterior se obtiene:
Up + U+ U = U+ U+ U

El siguiente resultado es una consecuencia del axioma 6

Uy = Uz

1.1.1. Subespacios Vectoriales

DEFINITION 1.2 Un subconjunto W de un espacio vectorial E es un subespa-
cto vectorial de ', si W es un espacio vectorial con respecto a las operaciones
de E.

TEOREMA 1.4 Sea E un espacio vectorial y sea W un subconjunto de E.
W es un subespacio vectorial de E si y solo si se satisfacen las siguientes

condiciones:

a. 0e W
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b. Para todo u,v € W, entonces u +v € W
c. VueW yVAeR, entonces \-u e W

Demostracion. —> Supongamos que W es un subespacio vectorial de F,
entonces W es un subespacio vectorial con respecto a las operaciones de F,
por lo tanto Oy € W y es cerrado bajo la suma y la multiplicacion por un
escalar

<= Como W satisface a,b y ¢ y como W es subconjunto de E, entonces W

es un espacio vectorial. O

OBSERVACION 1.3 Para probar que un conjunto es un subespacio vectorial
es suficiente verificar las propiedades b y ¢ pues la propiedad a se obtiene
tomando A = 0 en la propiedad b.

Sin embargo, es recomendable verificar la propiedad a porque si 0 ¢ W se

deduce de inmediato que W no es un subespacio vectorial.

EJEMPLO 1.3 1. FEs claro que {0} y E son subespacios de E y se llaman

subespacios triviales.
2. La recta que pasa por el origen es un subespacio vectorial de R?.

3. El plano que pasa por el origen es un subespacio vectorial de R3.
EJERCICIO 1.3 1. Pruebe que:

E = {feZ(RR) tal que f(—z) = f(a)}
F = {feZRR) tal que f(—z) = —f(a)},

son subespacios vectoriales de F (R, R).

a f

_6a

2. F = {M € M>(R) tal que M = ( )04,5 ER}. Pruebe que E

es un subespacio vectorial de Mo (R).



1.1.1. Subespacios Vectoriales

19

TEOREMA 1.5 Sea A € Mpxn(R) y Az = 0 un sistema lineal a n incognitas.

Entonces el conjunto de vectores soluciones del sistema lineal es un subespacio

vectorial de R™

a1 A12

.. 21  A22
Demostracion. Sea A =

Am1  Am2

Az = 0 esta dado por:

.
1101 A1272

211  A22T2

\ Am1T1  Ap2T2

A1n
Ao
. Sea x € R". Entonces
amn
ainty, =0
AonTp = 0
ATy = 0

Ahora el conjunto de todas las soluciones se representa como:

W = {z € R" tal que Az = 0}

Para probar que W es un subespacio vectorial de R", se tienen que verificar

las propiedades b y ¢ del Teorema 1.4

e Para verificar la propiedad b. Se consideran u,v en W y la pregunta es

probar que u +v € W.

Alu+v) = Au+ Av

como u, v son elemntos de W entonces Au = 0y Av = 0 lo que implica

que A(u+v) =0, por lo tanto u 4+ v € W.

e Para verificar la propiedad c. Sea u € W y A € R y la pregunta es

probar que A -u € W.

AN u) = Nu
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Como u € W entonces Au = 0 lo que implica que
AN-u) =0

por lo tanto A -u € W. Finalmente W es un subespacio vectorial de F

porque cumple con las propiedades b y ¢ del Teorema 1.4.

|

TEOREMA 1.6 Sean Hi y Hy subespacios vectoriales de un espacio vectorial

E. Entonces Hi N Hy en un subespacio vectorial de E.

Demostracion.

e Sean z,y € H;N H, y la pregunta es probar que z+y € H; N Hy. Como
xr,y € Hy N Hy entonces:

—ux,y € H y xz,y€ H
—x+y € H yv z+ y€ Hy
—xr+ Yy € Hlﬁ H2

Del paso 1 al paso 2 se uso el hecho de que H; y H, son subespacios

vectoriales.

e SeaeRyuxe H N Hyylapregunta es probar que A\-xz € Hy N Ho

IL‘EHlﬂHQ:JZGHlyZEEHQ
= NxeH y\x€H,
— )\'.CL’EHlmHQ

Del paso 1 al paso 2 se uso que H; es un subespacio vectorial.
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EJEMPLO 1.4 La interseccion de dos planos en R?

Hl - {(m,y,z)€R3,2x—y—z=0}
Hy = {(z,9,2) € R® x+2y+ 3z =0}
Por el Teorema 1.6 la interseccion de dos planos que pasan por el origen es

un subespacio vectorial de R3.

OBSERVACION 1.4 La unidn de dos subespacios vectoriales no es necesaria-

mente un subespacio vectorial. Consideramos:

Hy = {(z,y) eR?| y =2z}
Hy = {(z,y) eR?| y =3z}
Se observa que (1,2) € Hy y (1,3) € Hy pero (1,2)+(1,3) = (2,5) ¢ H{UH,.

Porlo tanto HHUH, no es cerrado bajo la suma, entonces no es un subespacio

vectorial.

EJEMPLO 1.5 Sea W = {f[—1,1] — R tal que f(1/2) = 0}.
Pruebe que W es un subespacio de ¥ ([—1,1],R).

Solucion. La prueba conciste en verificar las propiedades b y ¢ del Teorema

1.4.

b. Sean fy g € W y la pregunta es si f + g € W Se observa que
(f +9)(1/2) = f(1/2) + 9(1/2) = 0
Lo que justifica que f+g € W.
c. Sean feWyeR

AN)(1/2) =Af(1/2) =0= AfeW

por lo tanto W es un subespacio de .#([—1, 1], R).
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1.1.2. Combinacién lineal y Espacios Generados

DEFINITION 1.3 (COMBINACI(’)N LINEAL) Sean wuy,ug, - ,U, €n un espa-

cio vectorial E. Entonces cualquier vector de la forma
aiuy + agugs + -+ ay Uy
donde ay,as, -+ ,a, en R se llama combinacion lineal de uq,us, -+ , Uy,.

EJEMPLO 1.6 Determine si el vector u = (7,1,16) es una combinacion lineal
de (—1,2,2) (3,—1,4)
— ——
ul U
Solucion. Se buscan aq,as € R tal que
U = a1U] + aUs
= (—(11, 2&1, 2&1) + (3@2, —az, 4&2)

La busqueda de a; y as se reduce a la resolucién del siguiente sistema lineal:

7T = —a; + 3&2
— 1 = 2@1 — Qa2
16 = 2&1 + 4&2

Para resolver el sistema lineal anterior se utiliza la elimminacién de Gauss:

-1 3|7 -1 3|7
2 —1]1 — 0 5115
2 4116 0 10130

1 0]2
— — CL1:2,(12:3
0 1|3
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EJempLO 1.7 Verifique si uw = (=7,7,7) es una combinacion lineal de u; =
(—1,2,4) y us = (5,-3,1)

Solucion. Se buscan a1, as tal que

u = ayuy + agus = (—aq, 3a1,4a;) + (bag, —3az, as)

= (—ay + baz,2a; — 3ag,4a; + az)

La busqueda de a; y as se reduce a la resolucién del siguiente sistema lineal:

—a; + day = —7
- 200 — 3a, = 7
4@1 + a9 = 7

Utilizando el método de la eliminaciéon de Gauss se obtiene:

-1 5 | -7 -1 5|7
2 =37 — 0o 7|-—7
4 1 7 4 1|7

-1 5| =7 -1 5|7
— 0o 7| =7 — 0o 7|-—7
0 21|-21 0 0] O

-1 5| =7 1 =5 7

— —

0 7|7 0 1 |-1

2
- CL1:2,CL2:—1

|

EJEMPLO 1.8 Verifique si u = (9,2,7) es una combinacion lineal de u; =
(1,2, —1) yus = (6,4,2).
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Solucién. Se buscan a; y as tal que:

U = a1U1 + GUs

(97 277) = (ab 20’17 _al) + (6@2, 4&2, 2(12)

(9,2, 7) = (a1 + 6&2, 2@1 + 4@2, —]_CL1 + 2@2)

Entonces la ecuacion anterior se reduce al siguiente sistema lineal:

a1+ 6ay = 9 1 619
— 2a1 + 4ay = 2 — 2 4|2
—aq + 2@2 =7 -1 2]7

1 6 9
16
— | 0 =8|-16 | — (

01
0 8| 16
10
—
0 1

EJEMPLO 1.9 ;Es u = (4,—1,8) una combinacion lineal de uy = (1,2,—1)
yug = (6,4,2)7

!

-3
9 ):> a1:—3,a2:2

|

Solucion. Se buscan a y 8 en R tal que:
u=au + Sus

Lo que implica

u = (06,205, _a) + (6674ﬁ725)
(4,-1,8) = (a+ 60, 2a+ 483, —a+ 205)
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Lo cual se reduce al siguiente sistema lineal:

a+ 68 = 4
20+ 48 = -1
—a+ 28 = 8

La eliminacién Gaussiana nos lleva a lo siguiente:

1 6] 4 1 6| 4
2 4] -1 — | 0 =8| -9
-1 2| 8 0 8 |12
1 6 4
— | 0 =8|-9 |7
0 01 3

El sistema es inconsistente, por lo tanto u no puede ser combinacion lineal

de uq, us. |
EJEMPLO 1.10 Sean
-3 2 8 -1 0 4 0 1 -2
M = aMl = 7M2 =
-1 9 3 1 15 -2 3 -6
¢ Verifique si M es combinacion lineal de My y My ?

Solucion. Sean oy 5 en R tal que:

M:OéMl—‘—BMQ
:M:<—a 0 4oz>+< 0 B —25)
a  a ba —28 38 —60

—« 6] da=28\ [ -3 2 8
a—28 a+38 5a—68) \ -1 9 3
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Lo que nos lleva al siguiente sistema lineal:

;

—o = =3

o} = 2

da— 28 = 8

< a—26 = -1
a+38 = 9
ba — 68 = 3

\

La eliminacién Gaussiana nos lleva a lo siguiente:
1 0
01

DEFINITION 1.4 Los vectores uy, ug, -+ , U, generan un espacio vectorial F,

3
2>:> a=3y[=2

a

st cualquier vector u € E se expresa como combinacion lineal de

UL, Uy =+ 5 Un

EjemprLo 1.11 e R Esta generado por el vector uy = {1}

e R" esta generado por {uy,uq, - ,u,}, donde: uy = (1,0,--+ ,0), ug =
(0,1,-++,0), - up = (0,---,1).

o C esta generado por {uy,us} donde

uy =1 yuy =1.
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o Z,(R) es el espacio de los polinomios de grado < n es generado por
{1,2,2%--- 2"},
pues cualquier polinomio p(x) de grado < n se expresa como
p(x) =a,x" + -+ a1z + ap
donde a; € R para todo i =0,1,--- ,n, yr <n.

o 5 (R) el conjunto de todas las matrices estd generado por :

{(EGSMB () 60))

. 2) € M (R)

(o)D) ) ) <la)

OBSERVACION 1.5 El espacio vectorial &2 de todos los polinomios no puede

ser generado por ningun conjunto finito.

DEFINITION 1.5 [Espacio generado por un conjunto de vectores]
Sean {uy, ug, -, ug} vectores en un espacio vectorial E. El conjunto de

todas las combinaciones lineales de {uy,--- ,ux} es denotado por

k
Vect{vy, - ,ur} = {u € E, tal que u = Zaiui =au + -+ akuk}

i=1
TEOREMA 1.7 Sean uq,--- , uy vectores en el espacio vectorial E, enton-
ces el espacio Vect {uy,--- ,ur} generado por {uy,--- ,vx} es un subespacio

vectorial de E.

Demostracion.
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e Sean u,v € Vect{uy,--- ,u;} entonces existen (o;)i<i<k v (Bi)1<i<k en

R tal que:

k
u = E ;U
=1

k
v = Z Biui
i=1

k

U‘l”UZZ(@Z‘—Fﬂi)Ui

i=k
Por lo tanto u+ v es una combinacion lineal de los u;’s. Lo que implica

que u+v € Vect {uy, -+ ,ug}.

e Sean u € Vect{uy,--- ,ur}y A € R. Entonces:

)\-u:z Ao u; € Vect{uy, -+ ,ur}

i=1

Por lo tanto Vect{u,, -+ ,ux} es un subespacio vectorial de E.

EJjemMpPLO 1.12 Verifique si (4,11,2) € Vect{(2,1,0), (—1,4,1)}.
Solucion. Se buscan a y 8 tal que:
(4,11,2) = «(2,1,0) + B(—1,4,1)

y el sistema lineal queda como sigue:
20— = 4
a+4p = 11
o= 2
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Utilizando la eliminacion de Gauss obtenemos:

2 —1]4

1 0/3

1 4|11 | — — | a=3,3=2
0 1|2

|

EJEMPLO 1.13 Sea W = Vect {sin*(x), cos?(z)} Determine si cos(2z) € W

Solucion. El calculo nos afirma que
cos(2z) = cos?(z) — sin?(z)

Entonces cos(2x) se expresa como combinacién lineal de sen?(z) y cos?(z)
como sigue

cos(2z) = (1) cos*(x) + (—1) sin®(x)

= cos(2z) e W

EJEMPLO 1.14 Sea W = Vect{2,1 — z,2?}
sEs 22% — 3x + 1 un elemento de W ?

Solucién. Se buscan «,  y A en R tal que:

202 -3z +1 = 2a+6(1—2z)+ M2
= 2a+ 8- pfz+\?

A = 2 A= 2

= -8 = -3 =418 = 3
1-5 1-3
20+ = 1 a 5 =

—|a=-1,=3\=2
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Por lo tanto

20 =3z + 1= (2)2* + (3)(1 — z) + (—1)2

OBSERVACION 1.6 En el ejemplo anterior se utilizo el siguiente hecho:

Dos polinomios p y q € Z,(R) son iguales si y solo si tienen los mismos coeficintes.

Es decir, si:

p(z) =ag+ a1z + -+ + a,z"”
Y

p(x) =by+byx+ -+ bya"
Entonces

p(z)=q(r) <= a;=b;Vi=1,2---,n

EJERCICIO 1.4 1. ;Es R? generado por los siguientes vectores?

a) (2,10),(10,8)
b) (1,1),(2,1),(2,2)
c) (1,1),(2,2),(5,5)

2. Pruebe que el espacio generado por dos vectores diferentes de cero en

R3 que no son paralelos en un plano que pasa por el origen.

3. Sean u; = (2,—1,4) y us = (4,1,6) en R3. Encuentre explicitamente
Vect {uy,us}.
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1.2. Dependencia Lineal e Independencia Li-

neal

DEFINITION 1.6 Sean vi,vs, -+ ,v, vectores en un espacio vectorial E. Se
dice que los vectores vi,vq,--- ,v, son linealmente dependientes si exis-

ten escalares oy, o, -+, a, en R no todos iquales a cero tal que:

o1U1 + QU + + -+, + U, = 0 (*)

Si (%) se satisface unicamente cuando oy = ag = -+ = a,, = 0, entonces

se dice que vy,vs,- -+ ,v, son linealmente independientes.

EJEMPLO 1.15 Verifique si los siguientes vectores son l.d o l.1.
1. (1,1),(2,1),(2,2) en R,
2. (1,4,3),(2,5,1), (3,6, —2) en R3.
3. 1—x,5+ 31— 2231+ 3x + 22 en P5(R).

Solucion.

1. Pongamos v; = (1,1), vo = (2,1) y v3 = (2,2). Sean «, 5, A € R tal

que:
0
0

avy + fug + Avg = 0

a+28+421=0 12 20 1 2 2
— - —
a+B+22=0 11 2|0 0 -1 0
0
0

1 0 2
—
0 -1 0

Entonces 8 =0y a+ 2\ = 0. Para a = 1 se tiene A\ = —%. El sistema

lineal tiene una infinidad de soluciones por lo tanto vy, v9, v3 son l.d.
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2. Pongamos v; = (1,4,3),v = (2,5,1),v3 = (3,6,—2). Sean o, 5, A € R

tal que:
avy + Bugvg =0
—
a+26+32=0 1 2 0 1 2 310
da+56+6A=0 — | 4 5 6|0 | —]10 =3 —-6|0
3a+ 5 —-2\2=0 31 =210 0 =5 —111]0
1 2 310 1 0 —-11]0 1 0 0]0
— 1 0 1 210 l—]1 01 2/0—]1 0100
0 =5 —1110 00 110 00 1]0

Entonces o = § = A = 0, por lo tanto vy, v9, v3 son Li.

. Pongamos v; = 1—x,vy = 5+32—222,v5 = 14+3z+2% Sean o, 5, A € R

tal que:
avy + vy + Avg =0
—
a(l —z)+ BB +3r—22%) + AN1+3z+2%) =0
—

a+58+ A+ (—a+33+3Nx+ (=28+N)2*=0

entonces buscar «, 3, A se reduce al siguiente sistema lineal:

a+58+A=0 1 5 10
—a+38+32=0 — | -1 3 3]0
—28+A=0 0 -2 1]0

1 5 1/0 15 10 1000

— o s4jo]—fo0o112(0[—]010]0

0 -2 1|0 00 20 00 1[0
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Entonces a« = = A = 0, por lo tanto vy, vs y v3 son l.i.

O

OBSERVACION 1.7 Como consecuencia directa de la Observacion 1.6 los

vectores que forman el conjunto {1,xq,--- 2"} C P,(R) son Li.

EJjercicio 1.5 Verifique si los siguientes vectores son l.d 0 1.0
1. vy = (1,3), vo = (2,0) en R2
2. vy = (1,-2,3), va = (2,-2,0), v3 = (0,1,7) en R3.
3. v = (2,-1,0,3), v2 = (1,2,5,—1), v3 = (7,—1,5,8) en R,
4.1 =2 =1, 0= 2%+ 1, v3= 4w, vy =21 — 3 en Po|—1,1].

TEOREMA 1.8 Dos vectores en un espacio vectorial E son linealmente de-

pendientes si y solo si uno de ellos es un maultiplo escalar del otro.

Demostracion. —> Supongamos que vy, vy dos vectores en F 1.d, entonces

existen aq, as en R no todos iguales a cero tal que
a1V + Uy = 0

Suponiendo que «a; # 0, se obtiene

Lo que implica que

vy es multiplo escalar de vy

<= Supongamos ahora que v; es miltiplo escalar de vy entonces existe a; €
R tal que:

V1 = O] Vg — Ul—Oél?JQQ
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—
{v1,v9} son 1d.
O
TEOREMA 1.9 Sean {vy,vq,- -+ ,v,} un conjunto de n vectores en un espacio
vectorial E/. Entonces se tiene lo siguiente.

1. {v1,v9, -+ ,v,} son linealmente dependientes si y solo si al menos uno
de los vectores {vy,vq, -+ ,u,} se puede expresarse como combinacion
lineal de los demds vectores del conjunto.

2. {v1,va, -+ ,v,} son linealmente independientes si y solo si ningin vec-

tor del conjunto se puede expresarse como combinacion lineal de otros

vectores del conjunto.

Demostracion.
1. = Supongamos que {vy, vy, -+ ,v,} son L.d, entonces existen
a1, e, o, #0en R
tal que.
vy + Uy + -0, + apvy, =0

Sea «a; # 0. Entonces:

(651 7] Qi1 7
Ui:—Ul—F""i‘ Ui,1+ U,’+1+"‘+—Un

al al 3 a’L

Por lo tanto v; se expresa como combinacién lineal de los demas vecto-

res. Lo que prueba la primera implicacion. del conjunto.

<= Supongamos que v; se expresa como combinacion lineal de vy, vs. - - -
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entonces existen [y, 8o, -+, Bp_1 € R tal que

v; = Prvg + -+ B0y

= v — g — B, =0

{v1,v9,++ ,v,} son 1.d

2. La prueba de la afirmacion 2 del Teorema 1.9 se deja como ejercicio.

O
TEOREMA 1.10 Supongamos que A = {vi,v9--- ,v,} CR™ tal que n > m.
Entonces A es un conjunto de vectores linealmente dependiente.
Demostracion. Para demostrar que {vi,v9--- ,v,} son Ld, se tiene que
encontrar {o<;<,} # 0 en R tal que
a1v1 + agvg + -+ v, =0 (1.3)
Como {vy,v9-+- ,v,} C R™, entonces cada v; es un vector en R™, es decir,

posee m componentes como sigue:

V11 V12 Unn

V21 V22 Unn

U1 = , U2 = s, Un =
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Ahora (1.3) queda representada en el siguiente sistema lineal:

;

v + Uit o0 Fapty =0
1U21 + a2v22+ e +OénU2n =0
[ Q1Um1 + QU+ -+ +0Um, =0

Se observa que el sistema lineal homogéneo, contiene n incégnitas y m ecua-
ciones tal que n > m. Es decir mas incégnitas que ecuaciones, lo que implica
la existencia de una infinidad de soluciones por lo tanto {vy,--- ,v,} son L.d.
O

EJEMPLO 1.16 Verifique si los siguientes vectores son l.d o l.1.

1. (1,1),(2,1),(2,2) en R2.

2 4 18 2
2. 131, 71.1=-11],]|=7] en R
4 —6 4 3

Solucion. Los vectores son 1.d en cada caso como consecuencia del Teorema
1.10. O

DEFINITION 1.7 Sea E un espacio vectorial, el conjunto de vectores

B = {v,v9,--+ ,u,} en E es base de E si se satisface lo siguiente:
e B es linealmente independiente

e BB genera a E.

EjeEmpLO 1.17 e (1,0),(0,1) es base de R.

e (1,4) es base de C.
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o {ug,ug, -+ ,u,} tal que
Uy = (1707 70)7 u2:(071707"' 70)7"' y Up = (07 7071)
en base de R™.
o {1,z,2% 2"} es base de Z,(R).
EJERCICIO 1.6 Verifique que:
10 01 0 0 0 0
B = Vg = Vg = y Vg =
0 0 0 0 10 0 1
es una base de #>(R).

TEOREMA 1.11 Si {vy,vq,-+ ,v,} es una base de E. Entonces para todo

v € E existe in conjunto unico de escalares o, s, -+ , oy en R tal que:
V= iU + QoUo + -+ a,U,

Demostracion. Sea que v € E. Como {vy, vy, --v,} es una base de E,
entonces genera a F por lo tanto v se puede expresar como combinacion

lineal de los v}s como sigue:

n
v = E ;U5
=1

donde o s en R. Ahora supongamos que v se expresa como combinacion lineal

de los v]s de otra manera distinta como sigue:

n
v= Z Biv;
i=1

donde los f3/s en R. Entonces:

n n
v = E Qv = E Biv;
i=1 i=1
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Lo que implica que:

Z(Oéi — Bi)vi =0

i=1
como el conjunto de vectores {vy,vs, - - v, } forma una base entonces son 1.i,
por lo tanto:
o — ﬁZ:OVZ:L ,n.

lo que demuestra el Teorema 1.11. O

TEOREMA 1.12 Si {uy,ug, -+ ,un} y {v1,v2, - ,v,} son bases en un espa-

cto vectorial E, entonces. m = n.
EJERCICIO 1.7 Demuestre el Teorema 1.12.

OBSERVACION 1.8 Cualquier dos bases en un espacio vectorial, tienen el

mismo numero de elementos.

DEFINITION 1.8 Sea E un espacio vectorial. B una base de E con un niumero
finito de elementos. Entonces la dimension de E denotada por dim E, es el

numero de elementos de B.
EJEMPLO 1.18
dimR =1 dimR?*=2. dimR"=n
dimC=2 dimZ,R)=n+1, dim Hyx, = mn

OBSERVACION 1.9 e Si un espacio vectorial E no cuenta con una base

finita, entonces E' se denomina espacio vectorial con dimension infinita.
e Si E = {0} se dice que E tiene dimension 0.
EJERCICIO 1.8 Sea W = {(z,y) € R? tal que y = —x}

1. Pruebe que W es un subespacio vectorial de R2.
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2. Encuentre una base de W y su dimension.

TEOREMA 1.13 Sea E un espacio vectorial con dimension dim E = n. Sean

Uy, Uz, - -+ Uy un conjunto de m vectores l.1 en E. Entonces m < n.
EJERCICIO 1.9 Demuestre el Teorema 1.135.

OBSERVACION 1.10 Como consecuencia del Teorema 1.13, un conjunto l.i

en un espacio vectorial no puede tener mas elementos que la misma base.

TEOREMA 1.14 Sea E un espacio vectorial de dimension finita. H subespa-

cio vectorial de E. Entonces H tiene dimension finita y:
dimH < dimFE

Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema (1.13) pues H no
puede ser generado por un conjunto l.i de mas de n elementos “n = dim E”

O

OBSERVACION 1.11 Cualquier espacio vectorial que contiene a un subespa-

cto de dimension infinita es de dimension infinita. Por ejemplo:
210,1] C C0,1]

TEOREMA 1.15 Cualquier conjunto de n vectores L. en un espacio vectorial

E de dimension n forma una base para E.

Demostracion. Sea B = {vy,vs, -+ ,v,} un conjunto de n vectores Li en
E.

1°*Caso. Si {vj,va,- - ,v,} generan a F, entonces {vy, v, - ,v,} es una
base de E.

29°Caso. Supongamos que {vy,vs, -+ ,v,} no generan a E, entonces existe

u € F tal que:
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u ¢ Vect{vy,va, - ,v,}, (1.4)

entonces {vy, Vg, -+ , Uy, u} son Li. Es decir:

101 + aovg + -+ apU, + apriu =10

=g ==, =, =0.

Ahora pongamos W = Vect {vy,va, -+ ,v,,u} el subespacio vectorial de E,
entonces dim W = n+1, lo cual contradice el hecho del Teorema 1.14 y como
consecuencia también el hecho dado en (1.4). Por lo tanto {vy,ve, -+ ,v,} es

una base de E. O

OBSERVACION 1.12 El Teorema 1.15 nos dice que cualquier conjunto l.i en
un espacio vectorial E cuyo numero de elementos es igual a dim E forma una
base de E. FEs decir, que cuando se conoce la dimension de E no es necesario
probar la condicion de generacion, es suficiente probar que el conjunto es l.i

para que sea base.

EJEMPLO 1.19 Encuentre los subespacios vectoriales de R?

Para encontrar los subespacios de R3, nos referimos al Teorema (1.14), el cual

nos indica que los subespacios vectoriales de R® son de dim H = 0,1,2, 3.
e dimH =0 = H = {0}.

o dim,H = 1, entonces H estd generado por un solo vector v en R3
Vg = (.ZU07 Yo, ZO)

H = Vect{(xo, Y0, 20)}
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entonces cualquier uw € H se expresa como

r = txg
z = 1z

para t € R, lo cual representa la forma paramétrica de una recta que

pasa por el origen y con vector director (xg, Yo, 20)-

o dim,H = 2, entonces H estd generado por dos vectores [.1
vo = (o, Yo, 20), v1 = (T1, Y1, 21)
Entonces por el Ejercicio (1.4) se deduce que
H = Vect{vy, v}
es un plano en R3.

o dimH =3 = que H esta generado por un conjunto de tres vectores
v, V1,2 L1 en R3, es decir, H = Vect{u,v,w}, como dimR3 = 3,

entonces {vg, v1,v2} también es base de R® por lo tanto H = R?

1.3. Producto Interno

1.3.1. Definicién y Ejemplos

DEFINITION 1.9 Sea E un espacio vectorial. Un producto interno ¢ “Pro-
ducto Fscalar generalizado” sobre E, es por definicion una funcion definida

por:
<> ExFEF — R

(u,v) +— <wu,v>

que satisface las siguientes propiedades:
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1. <u,v>=<wu,v> “Simetria”

2. <utv,w>=<u,w >+ <v,w> paratodou,v,w € E “Aditividad”
3. < Au,v>= A <u,v> para todo N € Ry u,v € E“Homogeneidad”
4. <u,u >>0 para todo u € E “Positividad”

5. <u,u>=0<= u=0

EJEMPLO 1.20 El producto interno estandar en R™, se define como sigue:
Para todo z,y € R"

T Y1

T2 Y2
r = y =

L, Yn

Se tiene:
n
<3y >=Y iy
i=1

y satisface las 5 Propiedades, en efecto:

1. Para todo x,y,z € R”

T Y1
T2 Y2
Ty Yn
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2. Para todo x,y € R"

T U1 21
T2 Y2 22
xn yn Zn

<THY,z>= Z(ﬂfz +yi)z = szzz + Zyzzz
i=1 i=1

=1

=<z,z>+<Y,z>

3.
<Ar,y >= Z)\%‘yz’ = Z(Axi)yi =A<z,y>
i=1 i=1
4.
<x,T >:Zx? >0
i=1
5.
<x,x>:O:Zx?<:>x¢:0pam todo,i=1,---.n
i=1
—x=0

€

EJEMPLO 1.21 -Sean u = (
5

x
) ,U = < 2) dos vectores en R?. Pongamos
Y2

< u,v >= 3x1 T + 2y1 Yo

Pruebe que <,> es un producto interno sobre R2.

Solucion.

1. <u,v>=3x122+ 2y1 Yo = 32221 + 2y y1 =< v, u >
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T3
2. Sea w =
Y3

Entonces:

<u+v,w> = 3(x1+ x2)xs + 2(Y1 + ¥2)ys
= 3mw3 + 2y1y3 + 3T273 + 22Y3

= <u,w>+<v,w>

3. < Au,v > = 3 129 + 2 y1ye = ABri1xe 4+ 2y1y2) = A < u,v >

4 <uu>= 3a2+22 > 0

5. <u,u>= 0 = 313 +2yf = 0 <

1 =1 = 0 <= u=0

TEOREMA 1.16 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,> en-

tonces para todo u,v,w € E y A € R, se tiene:

1. <0,u >=<u,0>=0
2. <u,A\v>= A< u,v>

3. <u,v+w>=<u,v>+ < uw >

Demostracion.

1. <0,v >=0 < 0,v >= 0. “Se utiliza la propiedad de Simetria junto

con la de Homogeneidad.”

2. U >S=< A, u >= A< v, u>= A<

u,v >

3. Utilizando la propiedad de Simetria y Aditividad se tiene:

<uU,v+tw> = <vt+w,u>=<v,u>+<wu>

= <u,v>+<

U, w >
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1.3.2. Norma y Distancia

DEFINITION 1.10 Sea E un espacio vectorial con producto interno <, >. En-
tonces se define la norma o “longitud” de un vector w € E por la siguiente

formula:

lull = vV<u,u>

y la distancia entre u y v en E por
d(u,v) = [lu—vl

OBSERVACION 1.13 Sea E = R? y <,> el producto interno estindar en

R2, entonces se tiene:

ll = vEwas = Valiy

Generalmente para todo u € R™ con el producto interno estandar:

n
2
2
i=1

EJEMPLO 1.22 Sea E = R? con el producto interno

ul| = V<u,u> =

= \/x%+x§+---+x%

<u,v >= 3x1T2 + 212 (1.5)

entonces: ||u|] = /<u,u> = \/3x3+2y?

OBSERVACION 1.14 e SiE =R?y<,> esel producto interno estindar,
entonces el conjunto de u € R? tal que ||u|] =1 = 22 +y> =1y lo

ultimo representa la ecuacién de un circulo en R?.

e Ahora supongamos que se quiere estudiar el conjunto de u € R? tal que
llu|| = 1 con el producto interno no estindar dado por (1.5). Entonces
se observa que ||u|| = 1 = 32® + 2y* = 1, lo cual representa a una

elipse en R?.
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OBSERVACION 1.15 Se define el producto interno estandar sobre C|a, f3]

como Sigue:

B
< f,g >=/ f(z)g(x)dz para todo f,g € Cla, ] (1.6)

Ademdas la norma de f en Cla, ] esta dada por:

Il = V<TT> = (/jfz(w)dx)m

y la distancia entre f y g en Cla, ] por:

=1 =oll = ([ (160 -90)")

EJercicio 1.10 1. Pruebe que la funcién dada por (1.6) es un producto

1/2

interno sobre Cla, f].

2. Tomando o =0y =m en (1.6) . Encuentre ||1|],||senz|| y d(senx, cosz)
en C0, 7].

TEOREMA 1.17 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>. En-

tonces para todo u,v € £y A € R se tiene:
1. |lu]| >0
2. ||lul] =0<=u=0
. || Aul[ = A [|ul]
Demostracion.
L. |jul| = /< u,u> >0 “Es por definicién de la norma”

2. |ul| =0<=<u,u>=0<=u=0
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3. Utilizando la definicién de la norma y la propiedad de Homogeneidad

se obtiene:

|| = V<, u>= /N <uu>=VI/Iuu>
= |A\V<u,u>

|

COROLARIO 1.1 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>. En-
tonces todo u,v € E y A € R, se tiene:

1. d(u,v) >0
2. d(u,v) =0<=u=v
3. d(u,v) = d(v,u)
EJErciciO 1.11 Demuestre el Corolario 1.1.

TEOREMA 1.18 (DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ) Sea E un espacio

vectorial con producto interno <,>. Sean u,v € E. Entonces:
| <u,v > [ < [ul] - [[v]]

Demostracion.

1¢"Caso Si u = 0 la afirmacion es verdadera pues
< 0,0 >=0=|[0[| - [[v]]
249°Caso Si u # 0 tenemos :
<tu+v,tu+v>>0
Utilizando la propiedad de Aditividad, Homogeneidad y Simetria se tiene

t2<u,u>+t<u,v>+t<v,u>+<v,v>20
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lo que implica que

?<u,u> 42 <u,v>+ <v,0>>0 (1.7)

El lado izquierdo de la desigualdad (1.7) es una cuadratica de t positiva, por

lo tanto su discriminante es negativo, es decir,

A<= d<uv>—d<uu><v,0><0

entonces
<u,v>? < <uu><v,v>
—
<u,v > < ful]? - f]ol?
Finalmente

<u,v > | < ful] - [[v]]

O

OBSERVACION 1.16 Sea Cla, 5] el espacio de las funciones continuas y

Sean f, g € Cla.f], como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

| < frg> 1</l

‘/j f(x)g(x)dx‘ < (/j f2(:c)dx> " (/j gz(x)dx) v (1.8)

La expresion dada por (1.8) es de gran importancia en Andlisis y Probabili-
dad.

TEOREMA 1.19 [La desigualdad del tridngulo] Sea E un espacio vectorial

con producto interno <,> y sean u,v € E. Entonces:

[+l < fful + o]
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Demostracion. Por la definiciéon de la norma se tiene

ju+v]]? = <utv,ut+v>
= <u,u>+2<u,v>+<v,v>
= lu|*+ 2||u||||v]| + [|v]]* “Se utilizo la desigualdad de C-S.”
<l + 2ffull vl + [lo][?
< (full + vl])?
_—

[+l < fful[ + o]l

|

OBSERVACION 1.17 Como consecuencia del Teorema (1.19) se tiene, para

todo u,v,w en E

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)
En efecto

d(u,v) = |lu—vl[ = flu—w+w -]
< lu = wl] + JJw = ]|
=  d(u,w)+ d(w,v)

1.3.3. Norma Matricial

DEFINITION 1.11 [Matriz transpuesta] Sea A = (a;;j)1<i<m una matriz en
<

1<j<n
Moyxn(R). Entonces la transpuesta de A denotada por A’, es la matrizn xm

que se obtiene al intercambiar los renglones por las columnas de A. Es decir,
%
apn G2 - Qin Al a1 - Gml

a1 Qg2 -+ Q2p A12 Q22 -+ Qm2

A:

entonces A’ =

Am1 Qm2 ° Gmn A1p A2n *°° Qmn
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12 13
A= A=
3 4 2 4
2 3

2 15\
B= B=|1 2

321

5 1

DEFINITION 1.12 [La traza de una matriz] Sea A = (a;;j)1<i<n una matriz
15550

en My, (R), la traza de A denotada por tr(A) es la suma de las componentes

EJjEMmrLo 1.23

de la diagonal de A,es decir,

tr(A) = an + agn +- + am

1 2 -1
EJEMPLO 1.24 Sea A= | -1 3 -2
0o 7 -3

Solucion.

-2 1
1 2 3
EJEMPLO 1.25 Sean A = <3 ) 1) yB=12 3

Encuentre tr(AB) y tr(B'A’)

g [C2rAT2 1H6+3) (1410
\—6+4+4 3+6+1) \2 10

tr(AB) = 24.

Solucion.

Entonces
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1 3
-2 2 4 —244+12 —6+4+14
B'A = 2 21| = Tat
1 3 1 1+6+3 3+6+1
3 1
—
o (B2
10 10
=

O

EJERCICIO 1.12 Sean A y B matrices en Myxn(R) y Mpxm(R) respectiva-
mente. Pruebe que tr(AB) =tr(A’B’).

DEFINITION 1.13 [Producto interno sobre el espacio de las matrices] Sean

Ay B en Myx,(R), el producto interno de A y B se define como:

< A B >=1tr(A'B)

3 —1 1 -1
EJEMPLO 1.26 Sea A=12 0 yB=10 1 |.Encuentre < A, B >.
5 =2 4 -3

Solucion. < A, B >=tr(A’, B)

1 -1
2 23 -1
B — 3 5 o 1| = 3 6
-1 0 -2 -9 7
4 =3

<A B>=tr(AB)=23+7=30

Por lo tanto
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OBSERVACION 1.18 Sea A € M,,xn(R), entonces la norma de la matriz A

queda como sique:

m o\ 12
1Al = V< A, A > = Vir(AA) = (ZZG%)

i=1 j=1

3 —1
EJEMPLO 1.27 Encuentre Sea A= |2 0 |. Encuentre ||A]|.
5 —2
Solucion.
3 2 5\ [° * 9+4+25 —3-10
AA = 2 0 | =
-1 0 -2 -3-10 1+4
5 =2
Entonces
38 —13
A'A =
-13 5
y
I|A|| = /tr(A’A) = V43
o bien

1Al = V3 + (12 + 22+ 2+ 52+ (-2 =V0+ 1+ 4+ 25 + 4= V43

|

b
OBSERVACION 1.19 En Mo (R). Si A = (a d), entonces
c

1Al = Va2 + 02 + &2 + &2

En efecto: ||A|| = \/tr(A’A).

A (@ c) (e b\ [(a*+c ab+cd
“\b d) \e a) \ba+de v+
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Por lo tanto

tr(AA) = a® + & + b + &

y finalmente

Al = Va2 + b2 + 2 + &

1.3.4. Ortogonalidad

Para motivar la definicién de ortogonalidad se considera un espacio vec-
torial £ con producto interno <, >. Sean u,v € E, utilizando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz para u # 0y v # 0

Se tiene
| <u,v> [ < ul] - []v]]
=
—[lul[ - [Jo]] << w0 ><|[ul] - [[v]]
—
1< SWVZ
[ul[]]v]]
Por lo tanto existe un angulo 6 < 7 tal que:
<u,v >
cos(f) = —————. (1.9)
[ull]|v]|

OBSERVACION 1.20 Se observa que en R? la expresidn dada en (1.9) recu-

pera la nocion de angulo entre dos vectores. Ademds
< u,v >= ||ul||v]|cos(0)

representa la ley de los cosenos conocida en los cursos bdsicos de Matemati-

cas. Una consecuencia de la ley de los cosenos es la siguiente:

<mv>:0¢:0:g (1.10)
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Motivados por el andlisis anterior y el hecho dado por (1.10), se considera
como definicién de ortogonalidad en un espacio vectorial E con producto

interno a lo siguiente:

DEFINITION 1.14 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>. Se

dice que u y v en E son ortogonales si y solo st < u,v >= 0.

EJEMPLO 1.28 1. Sea E = R3 con el producto interno estindar y sean
u; = (1,0,0), us = (0,1,0), uz = (0,0,1). uy,us,us son mutuamente
ortogonales.

Solucion. En efecto:
< U, Ug >= 0, < uy,ug >= 0, < ug, ug >= 0.
O

2. Sean E = C|—m, 7|, f(x) = 1 y g(x) = sen(z). Entonces f(x) y g(x)
son ortogonales.
Solucion. Para probar que f(x) y g(x) son ortogonales es suficiente

probar que el producto interno de f(x) y g(x) es igual a cero. En efecto:

< f(x),g9(x) > = _W f(z)g(z)dx
= /_Tf sen(x) dx

= —cos(x) i

= —(cos(ﬂ)jcos(—ﬂ) =0.

O

3. Sea B = Py|—1,1] el espacio de los polinomios de grado a lo mds 2, con
el producto interno en el espacio de las funciones continuas C[—1,1].

Son ortogonales los polinomios p(x) = x y g(y) = .
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Solucion.
<p,qg> =

~1
Por lo tanto p y q son ortogonales, pues su producto interno es igual a

cero. O

TEOREMA 1.20 [Teorema de Pitdagoras general] Sea E un espacio vectorial
con producto interno <,>. Sean u,v en E y supongamos que u y v son

ortogonales entonces:

[lu +l* = [Jull* + [|vl[?
Demostracion.
llu+v|]? = <u+v,ut+v>
<u,u >+ <v,0>42<u,v>
= [lull* + [[o]?
Del paso 2 al paso 3 se utiliza el hecho de que u y v son ortogonales. O

EJEMPLO 1.29 Sea E = Py[—1,1] y sea p(x) = = y q(z) = 2.
1. Encuentre ||p||% ||| v |Ip + ql|*.
2. Verifique el teorema de Pitdgoras.

Solucion.

1. °
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lgll> = <4.q>
= 2t dx

1

%1
~ 5l 5

lp+d> = <p+qp+q>
1

= /_ (z +2*)? dx

B +x4+m51_16
N 2 511 15
2.
2 2 16
2 _ 2 2 2_2,4«_ 0
lp+all” = lIpIP + llal* + llalP = 5 + = =

por lo tanto se cumple el Teorema de Pitagoras. Aunque es suficiente

probar que p y ¢ son ortogonales como sigue:

1
xx? dr

1
1

22 dx

1

<p,q> =

=0

I
%lgﬁl\\\

1
‘—1

|

DEFINITION 1.15 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,> y
sea W un subespacio vectorial de E. Se dice que u € E es ortogonal a W si
u es ortogonal a todos los elementos de W. El conjunto de los elementos de
u € E que son ortogonales W se llama el complemento ortogonal de W y se
denota W+.
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TEOREMA 1.21 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>, y sea

W un subespacio vectorial de E, entonces:
1. Wt es un subespacio vectorial de E.
2. Wnwt ={0}.

Demostracion.

1. e Por el Teorema 1.16 se tiene que
<O,w>=0VweW

es decir, 0 € W+.

e Sean u,v € W+, se tiene que probar W es cerrado bajo la suma,
es decir que u + v € W+ lo quiere decir que u + v es ortogonal
a cualquier vector de W. Sea w € W, utilizando la propiedad de
Aditividad del producto interno y el hecho de que u,v € W+ se

tiene:
<u+tv,w>=<u,w>+<v,w>=0VweW

lo que implica que u +v € W+,

e Ahora falta probar que W+ es cerrado bajo la multiplicacién por
escalar, es decir, Au € W+ para todo u € W+ y X € R. Sea
w € W, entonces utilizando la propiedad de Homogeneidad del

producto interno y el hecho de que v € W+ se tiene:
< A,w>=A<u,w>=0VweW

lo que implica que Au € W+. Como las condiciones del Teorema

1.4 se satisfacen, entonces W+ es un subespacio vectorial de FE.
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2. Como W y W+ son subespacios vectoriales de E entonces 0 € WNW=.

Ahora, sea u € W N W+ entonces u € W+ lo que implica que:
<u,w>=0VweW

Como u € W, entonces la expresién anterior con w = u queda como
sigue:
<wu,u>=0=||ul)?

entonces u =0y WNW+ = {0}.

O

EJEMPLO 1.30 Sea W = {(z,y) € R? tal que y =2z} el subespacio vecto-
rial de R?. Encuentre W=,

Solucién. Sea u = (2',y') € W, entonces para todo w = (z,y) € W se
tiene,

<u,w>=0 = 2'z+yy=0

Como y = 2x, la ecuacion anterior para todo x # 0 queda como sigue:

1
! _ /
y=—5
Finalmente, W+ = {(:L",y) € R? tal quey = —%x} a

DEFINITION 1.16 Sea E un espacio vectorial con producto interno <, >. Sea

S = {vy,v9, -+ , v, } un subconjunto de E.

e Se dice que B es un conjunto ortogonal si v; # v; son ortogonales para
todo i # j.

e Se dice que B es ortonormal. Si B es ortogonal y ||v;|| = 1 para todo

i=1,,m.

OBSERVACION 1.21 1. Un conjunto ortogonal que ademds es una base

se llama base ortogonal.
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2. Un conjunto ortonormal que ademads es una base se llama base orto-

normal.

OBSERVACION 1.22 Siv # 0 un vector en un espacio vectorial, entonces el

vector u = ﬁ tiene norma igual a 1.
v

v 1
ul| = |77 = 7= llvl =1
[oll o]l

Entonces para normalizar un vector distinto de cero es suficiente dividirlo

entre su norma.

EJEmpPLO 1.31 1. EnR?* B ={(1,0),(0,1)} es una base ortonormal.

2. En R", B ={(1,0,---,0),(0,1,---,0)---,(0,0,--- ,1)} es una base

ortonormal.

TEOREMA 1.22 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>, y sea
B = {v1,vg, -+ ,v,} una base ortonormal de E. Entonces un vector u € E

se puede expresar como:
U=<uU,v >0+ <UvV >V+- -+ <U,V, >V,

Demostracion. Seau € E, como B es una base de E entonces u se expresa
como combinacién lineal de los elementos de B, es decir, existen:

(evi)1<i<n € R, tal que:
U = QU] + QU + -+ - + Uy,
Como B es una base ortogonal, entonces para todo i = 1,--- ,n se tiene:
< UV >= 0 < VLU > F 0 < Vg, U >+ oty <U;,U0 >+ 40y, < Up,U; >
Utilizando la propiedad de ortogonalidad de B se obtiene que:

<u,v; >= o < v, >=ollylPVYi=1,--- n.
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Finalmente,

o =< u,v; > V=1, n.

a

OBSERVACION 1.23 En lugar de resolver un sistema lineal, en el Teorema
1.22 las coordenadas de u con respecto a la base ortonormal {vy,vq, - ,v,}

estin dadas por < u,v; >, < u,v3), -, < U,V >.

EJEMPLO 1.32 Sean v; = (0,1,0), v, = (1,0,1),v3 = (1,0, —1) en R3.
1. Verifique que B = {v1,v9,v3} es una base ortogonal de R3.
2. Deduzca de B una base ortonormal B'.
3. Exprese u = (1,1,1) con respecto a la base B'.

Solucion.

1. Como dimR3 = 3, entonces es suficiente probar que los vectores de B

son Li. Sean a, B\ € R tal que:

a(0,1,0) + B(1,0,1) + A\(1,0,—1) = 0

=
B+A=0
a=0
B—A=0
_—
a=0=X=0.

Entonces {v1, vs,v3} son Liy por lo tanto B es una base de R3. Como
< wv,vy >=0,<wv,v3 >=0, y <wvy,v3 >=0 entonces B es una base

ortogonal.
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2. La base ortonormal B’ se obtiene normalizando los elementos de B
como sigue:
U1 U2 U2 U3 U3
Ul T el T V2 T el VR

La base ortonormal B" = {uy, ug, us}.

3. Como B’ es una base ortonormal por el Teorema 1.22 se deduce que:

u=<u,u; > u+ < u,us > us+ < u,us > us

donde:
<wu,u; >=<(1,1,1),(0,1,0) >=1
1 1
<u,up >=< (1,1,1), [ —=,0, —= | >=+2
V2 V2
< >=<(1,1,1) —10—1 >=0
U, Uz >= sy L)y s Uy — =
V2 V2
Entonces:

|

COROLARIO 1.2 Sea E wun espacio vectorial con producto interno <,> y

sea B = {vy,v9,- ,v,} una base ortogonal de E. Sea u un vector en F,
entonces:
< u,vp > < U, Vg > < u, v, >
ST Tl T el oall?

Demostracion. Sea u € E, como B es una base de E entonces existen

a1, o, o en R tal que:
U = QU] + QU + + -+ + Qp Uy,
Entonces, para todot=1,2--- ., n

< U,V >=p <V, 0 > Fag < U, U >+ apy < Uy, U >,
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como B es una base ortogonal se obtiene que:

< u,v; > < Uu,Vy > < U,V >
TR T Tl M T el
por lo tanto:
u_<u,v1> <U,U2>U < U,V >
ol el loal2 ™

|

TEOREMA 1.23 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>. Sea

B = {vy,v9,- -+ ,v,} un subconjunto ortogonal de E, tal que:
uAOVi=1,--n,

entonces B es linealmente independiente.

Demostracion. Sean aq,as, -+ ,a, en R tal que:
a1V + agvg + - - + v, =0
entonces para todo ¢ =1,--- ,n se tiene:
< U] + QU + - - -+ Uy, v; >=10
como B es ortogonal se obtiene que:

al|v| [P =0

a;=0Vi=1,-,n

Por lo tanto cualquier conjunto B ortogonal en E es linealmente indepen-
diente. O
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TEOREMA 1.24 Sea E wun espacio vectorial con producto interno <,> vy

{v1,v9, -+ ,vn} un subconjunto ortonormal de E. Consideramos el subespa-
cio generado por {vy,ve, -+ ,v,}, W = Vect{vy,va, - ,v,}. Sea u € E,
PONGaAMos:

W) =< U,V >0+ < UV >Vg+ -+ < UV, > Uy

W9 = U — W

Entonces:

wy €W Y wy € WJ_
Demostracion. Se observa que
wy =< U,V > v+ < UV >V < U,V > Uy
es una combinacién lineal de {vy, vg, -+ ,v,}, entonces:
wy € W =Vect{v,vg, -+ ,u,}.

Ahora falta probar que wy, € W+. Es decir, probar que ws es ortogonal a todo

vector de W. Como {vy,vq, -+ ,v,} es una base de W entonces es suficiente
probar que wy es ortogonal a cada v;, 1 = 1,2,--- ,n. En efecto:
<Wo,V; > = <U— W,V >=<U— W,V >

<U,v; > — < Wy, v >

< U,V > — << UV >V < UV, > Uy, U >

<ULV > — < UV S VLU S — e — < U,V >< Uy, U S
= <u,v>—<u,v ><v,v >=0.

Por lo tanto wy € W. |

OBSERVACION 1.24 o {vy,v9, - ,U,} no es necesariamente una base

de E.
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o FEl vector wy € W se llama la proyeccion ortogonal de u sobre W y se

denota wy = Py (u).

EJEMPLO 1.33 Sea E = R3, con el producto interno estindar. Sea W el
subespacio vectorial de R® generado por vy = (0,1,0),vo = (—4/5,0,3/5) y
sea u = (1,1,1).

1. Verifique que {v1,va} es un conjunto ortonormal.
2. Encuentre wy = Py (u) y deduzca w,.
Solucion.

1. <wy,vy >=<(0,1,0),(—4/5,0,3/5) >= 0, entonces v, L vy.
Jo1]] = VOZ+ 12+ 0% = 1, |jva]| = /(—4/5)2+ 02 + (3/5)2 = 1. Por

lo tanto {vy,v2} es un conjunto ortonormal.

2. Por el Teorema 1.24 se tiene,

w = < U,V > v+ < U,V > Vg
= < (1,1,1),(0,1,0) > (0,1,0)+
< (17 L, 1)7 <_4/57073/5) > (_4/57073/5>
1

A
= (=,1,-=).
<25 25)

21 28
W2 = U — Wy = %,O,%

ademés

|

OBSERVACION 1.25 FEs fdcil observar que en el ejemplo anterior tenemos
que < wy, we >= 0 lo que prueba que wy L wy hecho afirmado por el Teorema
1.24.



1.3.4. Ortogonalidad 65

-1 1 0 —1
EJjEMPLO 1.34 Sean A = < - ),B: < - ) ysea W = Vect(B).

1. Encuentre ||B|| y < A, B >.
2. Deduzca wy = Py (A) y ws.
Solucion.

1. e [|B||=ir(BB) y

e(23)(27)-(02)

Por lo tanto || B|| = v/5.
e <A B>=1tr(A'B) y

-1 1 0 -1 2 1
A'B = = .
11 2 0 2 -1
Entonces < A, B >= 1.

2. Por el Teorema 1.24, se tiene:

B B

v = Pwld) =<4 1En> ]
1
— 1B

0 —1 -1 6/5
Entoncesw1:%<2 O)yw2:A—w1:< /1).Esfécil

verificar que :

6/25 2/5
< wy, wy >= tr(wjwy) = tr / / =0
45 —6/25
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EjeEmpLO 1.35 Sean f(x) = sen(x), g(x) = cos(z) en C[0,7] . Sea W el
subespacio vectorial generado, W = Vect {f(z), g(x)}.

1. Encuentre < f,g >, ||f|| v |lgll-

2. Sea h(x) = x. Encuentre Py (h(x)) y deduzca ws.

Solucion.

< f,g>= /07r sen(x)cos(x) dr = ~sen*(x)

™ 1/2
|sen(z)|| = +/< sen(x),sen(z) (/ sen?(r) dx>

_ (/OW(———COS2$) )
_ (195 )
_ ¢§

— —sen 2x

leos(@)l| = /< cos(a), cos >>:< /0“0082(@@)”
= <%$W—|—lsen(2x)
_ \/g

o 4
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Pu(h(z) = <u sen(x) - sen(x) . cos(m)||> cos(x)

lsen(@)l| — lsen(z)]| lcos(x)

||cos ()]

|
= — <ux,sen(zr) > sen(x) + — < x,cos(x) > cos(x)

- (] 4()d) )+ 2 ([ acosta) o) costa

= 2sen(z) — ;cos(:c).

Adems3s:

wy = h(x) —w; = x — 2sen(x) + ;cos(m).

1.4. Bases Ortonormales

1.4.1. Método de Gram-Schmidt

En esta seccion se introduce el Procedimiento o Método de Gram-Schmidt

para construir una base ortonormal.

TEOREMA 1.25 Sea E un espacio vectorial de dimension finita con producto

interno <,>. Entonces E cuenta con una base ortonormal.

Demostracion. La demostracién consiste en construir una base ortonor-
mal. El método de construccion utilizado se llama método Gram-Schmidt o
procedimiento de Gram-Schmidt. Sea B = {uy,us,- - ,u,} una base cual-
quiera de F. La base ortonormal se construye en n-etapas.

1°"% etapa:

Se obtiene el primer vector v; como sigue:

Uy
V] = ——
C [l
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y se observa que v; es ortonormal pues:

Uy [Jua ]
Hm“_HHmH”_

292 etapa:

Sea W el subespacio vectorial generado por vy, es decir, Wi = Vect {v;}.
Pongamos:

W2 = U9 — PWI(UQ)

entonces < wy, v, >= 0 porque por el Teorema 1.24 wy L W;. Ademas wy #
0, sino uy y v1 son 1.d, lo que contradice el hecho de que B = {uy,ug, -+ ,u,}

es una base. Ahora el segundo vector vy de la base ortonormal se toma como:

w2
Vg = ———.
7 Jlwal]

3¢ etapa:

Sea Wy = Vect {vy,v2} y pongamos:
w3 = uz — P, (u3)

entonces ws L Ws. De la misma manera que en la etapa-2, ws # 0 de lo
contrario ug € Vect {uy,us} lo que contradice que uy, ug, uz son Li. El tercer

vector se obtiene como:
w3

V3 = .
s

Repetimos el procedimiento hasta la etapa-n. Finalmente se obtiene un con-

junto {vy,vg, -+ ,v,} tal que

ol = [lve|| = -+~ =lonl| =1y <wviv; >=0Vi#j
Entonces el conjunto {vy, ve, - ,v,} es ortonormal, por lo tanto es una base
de E. O

EJEMPLO 1.36 Sea E = RZ2.
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1. demuestre que B = {(1,1),(3,—2)} es una base de R?, pero no ortogo-

nal.

2. Deduzca de B una base ortonormal B’ de R2.

Solucion.

1. Pongamos u; = (1,1) y us = (3,—2), como B esta formada por tres
vectores y dimR? = 2, entonces para demostrar que B es base de R2,

es suficiente demostrar que {uy, us} son Li. Sean a y 5 en R tal que:

auy + Buy = 0,
_ _ a+38=0 S5a =0 a=20
lo que implica que — -
a—20=0 a—28=0 6=0

entonces 1y, uy son Li, por lo tanto B = {u1, us} forma una base en R2.

Como < uy,us >=1# 0, entonces B no es ortogonal.

2. e Para deducir una base ortonormal se utiliza el procedimiento de

Gram-Schmidt:

EETRES IYE T
ol V2 V2 V2
e Sea W) = Vect {v;}. Entonces:

Wy = Ug—PWl(U2)2U2—<U2,U1>U1
= (3,-2)—< (3 2)(1 1)><1 1)
- ) ) ) \/57\/5 \/§7 2

)

Finalmente

T szu - (%‘%)

y {v1,v2} es una base ortonormal de R
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EJEMPLO 1.37 Sea E = R? con el producto interno estandar y sean
up = (1,1,1),us = (0,1,1),us = (0,0, 1).

1. Verifique que B = {uy,us,us} es una base de R3.
2. Deduzca de B una base ortonormal B' de R3.
Solucion.

1. Como B esta formada por tres vectores y dimR3 = 3, entonces para
demostrar que B es base de R3, es suficiente demostrar que {uy, u, us}
son Li.

En efecto, sean o, 8, A en R tal que:
auq + BusAug =0

a=0 a=0
entonces, a+pB=0 = B =0 Porlo tanto {uy,us,us}

a+B+A=0 A=0
son Li, lo que implica que B es una base R?® no ortogonal (ficil de

verificar).

2. e Para construir la base ortonormal se uliza el procedimiento de
Gram-Schmidt.

U ( 11 1 )
V1 = =\ 7= = 5]
Dol \VBT VBB
e Sea Wy = Vect {v,}. Entonces

Wy = UQ—PWI(U2)2U2—<UQ,U1>’U1
0.1 <(011)(1 ! 1)>(1 ! 1)
) y Ly L)y ﬁ?\/ga\/g 37 37 3

B 211
N 3’3'3)°
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Wa ( 2 1 1 )
Vo= 77— = T T =y T =y T = .
[|ws| V6 V6 V6
e Para obtener el tercer vector, sea Wy = Vect {vy,vq}.

Wy = U3—PW2(U3)_ —<u 3,1}1>U1—<U3,U2>’02

— (0,0,1)- < (0,0,1), (=, —, ) <L3_3i3>
v (55 w) > (5 7 )
_ <0, . 2)

3
C || ||—\/< >——1 t
omo ||wsl|| = ws, W = , entonces:
° ’ ’ \/§

m
vV 3|H

1

)

S

V3 = = A I
el V2 V2

Por lo tanto {v1, vs,v3} es una base ortonormal de R3.

EJERCICIO 1.13 Sea E = R3 con el producto interno estdndar y sean
u; = (1,0,0),us = (1,1,0),us = (1,1, 1).

1. Verifique que B = {uy,us,uz} es base de R3.

2. Deduzca de B una base ortonormal B' de R3.

COROLARIO 1.3 Sea E un espacio vectorial con producto interno <>. Sea
W un subspacio vectorial de dimension finita en E. Entonces todo u € E se

expresa de manera Unica como sigue:
U= wy + wa,

donde
wy €W ywy € W, ademas wy = Py (u).



72 ESPACIOS VECTORIALES

EJERCICIO 1.14 Demuestre el Corolario 1.3. Use el hecho de los Teoremas
1.24 y 1.25.

1.4.2. La Aproximacion ()ptima

TEOREMA 1.26 Sea E un espacio vectorial con producto interno <,>. Sea

W un subespacio vectorial de E yu € E. Entonces:
l|u — Pw(u)|| < ||lu—wl|| para todo w € W tal que w # Py (u).
Demostracion. Para todo w € W observamos que:
u—w=(u— Py(u))+ (Py(u) —w)

donde
Py(u) —w €W y u— Py(u) € Wt

Utilizando el Teorema de Pitagoras 1.20 se obtiene:
[l —wl[* = flu — P (w)|[* + || Pw (u) — w||*
como w # Py (u) entonces || Py (u) — w|| > 0 lo que implica que:
[l — Py (w)[]* < [Ju — wl]?

y por lo tanto:

|lu = Pw (u)]| < [fu—wl].
a
OBSERVACION 1.26 A Py (u) se le llama la aprozimacidn dptima de u sobre

Wy indica que la distancia minima de un vector u a un subespacio vectorial

W es la norma de la diferencia entre u y su proyeccion ortogonal sobre W .
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Para ser mas explicito, sean E = R™ y W un subespacio vectorial de R™,

entonces para todo u € R"™ se considera el siguiente problema de optimizacion:

inf ||u — w||
P :
weWw

Entonces por Teorema 1.26, para cada u € R™ el problema P, admite un
optimo, es decir,

inf — = mi — = |lu — A

it o~ ) = mi [Ju — wl] = u— Py ()]
EJEMPLO 1.38 Sea E = R? y se considera el subespacio vectorial de E dado

por:

W = {(m,y) e R? tal quey = —%x}
1. Dé una base de W y su dimension.
2. Deduzca una base ortonormal B’ de W.
3. Encuentre Py (10,2) en terminos de la base B'.
Solucion.

1. Sea u = (x,y) € W, se tiene:

o=t = (e be) = o (1-1)

1
entonces el conjunto B = {(1, —§>} formdo por un solo vector

1 1
1, —5 | generaa W y ademas es l.i, por lo tanto B = { <1, —5) } es

una base de W.

2. Como B contiene solamente un elemento, entonces es suficiente norma-

1
lizar el vector u; = (1, —5) como sigue:

Uy

-G
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2 1
la base ortonormal estd dada por B’ = —,——= | ¢
’ ’ { <¢5 ¢5> }

3. Por el Teorema 1.24 se tiene:

Py(10,2) = < (10,2),v1 > v,
— < (10,2), (%_%) . (%_%)

(36 18
N 57 5

EJEMPLO 1.39 Sea E = C[0,1] y W = Vect {1, z}.
1. Verifique que B = {1,z} es una base de W.
2. Deduzca de B una base ortonormal B' de W'.
3. Encuentre Py (z?%).

Solucion.

1. Como B = {1,x} genera a W entonces es suficiente probar que los

vectores en B son l.i. Sean «, § € R tal que:
a+pxr=0

lo que implica que a = = 0, pues “un polinomio es igual a cero si y
solo si todos sus coeficientes son iguales a cero”. Entonces B = {1, x}

es una base de W. Como
1 2
<1,x>:/ xd:v:x—
0 2

entonces B no es ortogonal.

1

0

2. Para encontrar una base ortonormal se utiliza el procedimiento de

Gram-Schmidt. Pongamos u; = 1, us = .
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1 1/2
como ||ug]| = (/ 1dm) = 1 entonces v; = 1.
0

e Sea W) = Vect {v,} entonces:

Wy = Uz — PW1(U2)

= Uz— < Ug,V1 > V1

- x_(/olxdx)l

1
= r — —
2
y
W
]
|[wel|
como
1/2
N AAR
wol| = V< wa, wy > = T — = x =
2 2, W2 ; 9 \/ﬁ
entonces

v2—2\/§(x—%>

1
y finalmente B’ = {1, 23 (x — 5) } es una base ortonormal de

3. Por el Teorema 1.24 se tiene:
Py (2?) = <2 v > v+ < 2% v > vy
1 1
= <x2,1>1+<x2,2\/§(x—§ >2\/§<x—§

! 1 ! 1
= /x2d$+12(x——>/x2(x——> dx
0 2) Jo 2

1
= T — —

6
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EJERCICIO 1.15 Sea E = C[0,1] y W = Vect {1, z,2*}.
1. Verifique B = {1,z, 2%} es una base de W .
2. Encuentre una base ortonormal B' de W.
3. Encuentre Py (e®) y Py (3z%).

Solucion.

1. Como B = {1,z,2?} genera a W entonces es suficiente probar que los

vectores en B son li. Sean «, 5, A € R tal que:

a+Br+ =0

0
0
0

> o Q
I

Entones los elementos de B son Li, por lo tanto B es una base. Como

! 1 ! 1
<1,x>:/xda;:—,<1,x2>:/x2dx:—
0 2 0 3

1
1
<z, x’ >= / dr =~
0 4
entonces B es una base pero no ortogonal.

2. Para construir una base ortonormal B’ se utiliza el procedimiento de

Gram-Schmidt. Pongamos u; = 1, us = x, uz = .
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Uy

= —— como
|||

® U1

1/2

] = (/Dlldx) _1

e Sea W, = Vect{v;} el segundo vector se construye como sigue:

entonces vy = 1.

Wy = Uz — PW1(u2)

= r—<uz,1>1
! 1
= x—/$d$:x——
0 2

1/2
1 1\ 2 1
Como ||wsl| = /< wa,wy > = r— =) dr — :
feal] o (/0( 2) V12

entonces:
1
Vg 2 2V/3 (x — —)

| 2
e Sea W3 = Vect{vy,vy} y ws esta dado por:

w3 = U3z — ng(u?,)

= Uz— < u3z,v; > 01— < U3,V > Vg

! 1 ! 1
= xg—/xQda:—H(x——)/ xZ(x——) dx
0 2) Jo 2
1

= 2’ —x+ -

6
Como

1 2
1
||w3||=\/<w3,w3>:</ (xQ—x—l—é) dx) = —
0
Finalmente,

v3:&:6\/5<x2—x+1)

[[ws]]

1 1
y B = {1,2\/3 (x - 5) ,6\/5 (xz — T+ 6)} es una base orto-

normal de W.
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3. e Por el Teorema 1.24 se tiene:
Py (e") =< €®,v1 > v1+ < €%, vy > ve+ < €7, v3 > v3

Ahora calculamos los productos internos involucrados en la expre-

sion anterior separadamente como sigue:

<ef,uy>v = <et 1>

<€t vy >vy = 12<e” |z —

<etu3>vy = 180<e® (22 —ax+—-|> (22 -2+ =

Finalmente,

Py (e®) = (e—1)+6(3—e) (x = %) +30(7e — 19) (mﬂ —z4 %)

Py (32%) =< 32*, v; > v+ < 32t vy > v+ < 32, 03 > w3

Ahora,
<3ztvy>v = 3<atl>

1
= 3/ 2t dx
0

3

5
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<3zt vy >v, = 36<at (z—3) > (z—3)

<3rtvg>vy = Hd0<at (2P —a+ =) > (22 -2+ =

Finalmente,

EJERCICIO 1.16 En lugar del producto interno estandar en el espacio de las
funciones continuas E = C|a, B], resuelva el ejemplo anterior utilizando los

siguientes productos internos en cada caso:
< f.g >:/ f(x)g(x)e ™ dx
0
< fg>= [ f@go)nt) do
1

Véase la Lista I de ejercicios en donde se especifica E con valores adecuados
de oy f3.
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1.4.3.

Aproximaciones Por Polinomios Trigonométri-

Inspirados por el procedimiento de Gram-Schmidt, se construye una apro-

ximacién 6ptima de una funcién continua en un subespacio vectorial generado

por funciones trigonométricas. Sea E = C|0, 2] dotado del producto interno

estandar dado por:

< fig>= / " f(@)g(a) de,

y sean:
U, Uty Uz, + , U2p
tal que
up(z) = 1, ugg—1(z) = cos(kx), usk(x) = sen(kx) para todo k =1,2,--- | n

Consideramos el subespacio vectorial de £ dado por:

W = Vect {ug, uy, ug, -+ ,Usp} -

PROPOSICION 1.1 {ug, uy, ug, -+ ,us,} €s un subconjunto de E ortogonal y

es ortonormal.

{Uo Uy Uz u2n}
/—271_7\/%7\/%’ 7ﬁ

Demostracion.

2T 2T
< Ug, Ug >:/ ugda::/ dr = 2.
0 0

e Paratodo k=1,2---,n

27 2
< Ugp, Ugp, >= / uyy, dv = / sen®(kx) dr = .
0 0
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e Paratodo k=1,2---,n
27 27
< Ugp—1, Ugp—1 >= / uy,  dr = / cos®(kx)dx = 7.
0 0
e Para todo k # k/
27 27
< Usp, Ugpy >= / UgpUok AT = / sen(kx)sen(k'z) dx = 0.
0 0
e Para todo k # k'
2T 2T
< Ugh—1, Ughy—1 >= / Ugp—1Usop/—1 AT = / cos(kx)cos(k'z) dx = 0.
0 0
e Paratodok=1,2,--- . nyk'=1,2,---,n
27 2
< Ugp, Ugpr—1 >= / UgpUsa—1 AT = / sen(kx)cos(k'x) dx = 0.
0 0
Para todo k =1,--- ,n se tiene:
27 21
< Ug, Ugp, >= / UgUay, AT = / sen(kx)dx = 0.
0 0
de la misma forma que arriba:

2T 27
< Ug, Uf—1 >= / UgUsgp—1 dx = / cos(kx) dx = 0.
0 0

Lo que termina la demostracion de la proposicion.

Entonces se observa que el conjunto {ug, uy, us,- - ,us,} es ortogonal. Para
normalizarlo es suficiente dividir cada vector entre su norma. En la demos-

tracién de la proposicién las normas fueron obtenidas como sigue

H’Uo” = /< Ug, Uy > = vV 21

y para todo k=1,2,--- ,n

Juzk|| = /< ar, uzk > = /T,

||U2k—1|| = /< Ug_1, Ugk—1 > = \/E
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OBSERVACION 1.27 Sea f € C[0,27], la aprozimacién dptima de f a W

esta dada por la proyeccion ortogonal de f sobre W como sigue:

n

U - Uog_
o = Z(<fau2k>ﬁ)+2(<fvu2kl>L)
2%

\|U2l~c—1||2

=0 =1 (1.11)
]
= 5t ; (akcos(/m) + bksen(kx))
donde
1 27 1 2
ap = — f(z)cos(kx)dz, by = —/ f(z)sen(kx) dx.
T Jo T Jo

ay Y b, se llaman los coeficientes de Fourier.

EJEMPLO 1.40 Sea E = C|—m, 7] y W = Vect{1,cos(x), sen(x)}.
1. Verifique que B = {1, cos(z),sen(x)} es una base de W'.
2. Deduzca de B una base ortonormal B’ de W.

3. Sea f € E, exprese la proyeccion optima de f sobre W en términos de

B'. Si f = x encuentre explicitamente Py (f).
Solucion.

1. Como B = {1, cos(z), sen(x)} genera a W, entonces es suficiente probar

que los vectores de B son l.i. Sean «, 8, A € R tal que:
a+ Beos(x) + Asen(z) =0

Para valores de x = 0, 5, 7, la ecuacién anterior nos lleva al siguiente

sistema lineal:

a+ Beos(0) + Asen(0) =0 a+p=0 a=0

a+ﬁcos<z>+)\sen<ﬁ>:0 =1 a+A=0 =< =0
2 2

a+ feos(m) + Asen(m) =0 a—f3=0 A=0

Por lo tanto los vectores de B son l.i y B es una base de W.
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2. Como i
< 1,cos(x) > = / cos(x) dx
= sen(x) !
=0
<1,sen(z) > = / sen(z) dx
= —cos(x) i
=0
< cos(z), sen(z) > = / cos(x)sen(x) dx
1" ™
= 55671,2(13) B
=0
Entonces B es una base ortogonal. Ademas
- 1/2
1] = (/ 12dx> — Vor
T 1/2
||cos(z)|| = (/ cos®(z) dx) =/
T 1/2
||sen(x)|| = (/ sen? () dx) =7
entonces una base ortonormal de W esta dada por:
1 1 1
B'={ ——, ——cos(x), —=sen(x
{ S Jreosta). Ssenta) |
3. °
Pulf) = <fio=>— () > —=cos(a)
W = —_— > — , ——=cos(x) > —=cos(x
Vv 27{ vem o \/_ VT
+ < f, —=sen(z) > —=sen(x)
\/_ \/_
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1 1
Py(f) = 5. <% 1> —l—; < x,cos(x) > cos(x)

+ — < z,sen(x) > sen(x)
T

Los productos internos en la expresién anterior se calculan como

sigue:
<:v,1>:/ vdr=-z*| =0
<z, co8(x) > = / zcos(z) dx
= xsen(x) —/ sen(x) dz
=0
<wmx,sen(x) > = / zsen(z) dx
= —xcos(x) —I—/ cos(x) dx
= 2
Finalmente,

Pw(f) = 2sen(x).
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s =2 a4 o 1 2 3 a
Figura 1.1: La funcién f(z) = z y su aproximacién Py (z)

EJEMPLO 1.41 Sea E = C0,27]| y sea W un subespacio vectorial de E dado
por W = Vect {1, cos(z), sen(z), cos(2x), sen(2x)}.

1. ;Es B ={1,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2z)} una base de W ¢

2. Encuentre la mejor aprozimacion de la funcion f(x) = e* en el subes-

pacio vectorial W'
Solucion.

1. Como B genera a W, entonces s suficiente probar que los vectores de

B son 1i. En efecto sea aq, as, ag, ay, a5 € R tal que:
ay + agcos(x) + azsen(x) + aygcos(2z) + azsen(2z) =0

La expresiéon anterior es valida para cualquier x € |[0,27], entonces

, . T T us .
evaluandola en valores convenientes de z = 0, T T, - se obtiene el
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siguiente sistema lineal:

.

\

a1 + azcos(0) + azsen(0) + aycos(0) + azsen(0) =0

+ascos () + agsen () +aecos (3 ) +assen (3) =0
a1 + aipcos 1 azsen 1 Q4COS 5 Qssen 5) =

T T
a1 4 ascos (§> + azsen (§> + aycos (1) + azsen () = 0

a1 + agcos (1) + agsen (1) + aycos(2m) + assen(2m) = 0

3 3
ag + ascos <§) + azsen <§) + aycos(3m) + azsen(3m) =0

El sistema lineal anterior queda como sigue:

( 041+042+O./4:0
2 2
a1+a2\/7—+a3§+a5:0

a1+a3—a4:0

051—062+Oé4:0

L Oél—Oég—Oé4:0

La representacion matricial del sistema lineal anterior esta dada por:

donde:

Aa =0
1 1 0 1 0 o
2 V2
2 9
A=11 o0 1 —1o0|VYa=]a
1 -1 0 1 0 ay
1 0 -1 -1 0 as
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Como det(A) = 8 # 0 entonces la inversa de A existe lo que implica
que:

=y =a3=aq=0a5 =10

Entonces B es Liy por lo tanto B es una base de V.

2. Utilizando la expresion dada por (1.11) se tiene:

2
Py (e*) = % + ; (akcos(kx) + bksen(kx))
en donde: ) )
1 [ 1 g2 T—1
ap = — (x)de = —€° ¢
T Jo 0
Para k = 1, 2 se utiliza la formula de Integracién por partes y se obtiene:

0 ™

ap = %/0% f(z)cos(kx) dx

B (kewsen(kx) N e%os(kx)) u
k2 +1 k2 +1
B e —1
 om(k2+1)
1 [
by = — (x)sen(kz) dx
T Jo 2
_ (kesen(kx)  ke®cos(kw)
B ( 2+1 k241 )
k(1 —e)
w24 1)
Finalmente,
2 2 27 2
Py (e®) = € 5 ! Z (7re(k’2——i—1l)cos(kx) + %86%(1%6))

k
2

1 cos(kx)  ksen(kx)

2t 2 ( k241 K2+ 1

1

1 1 1 2
5 + §cos(x) - §sen(x) + gcos(Zx) - 536ﬂ(2$))
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Figura 1.2: La funcién f(z) = e* y su aproximacién Py (e”)

OBSERVACION 1.28 Un criterio para demostrar la independencia lineal de
un conjunto de funciones con ciertas propiedades de reqularidad (derivabili-
dad) es mediante el concepto llamado Wronskiano, ademds el Wronskiano es

de gran importancia en la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales.



Capitulo 2
Transformaciones Lineales

DEFINITION 2.1 Sean V' y W espacios vectoriales. Se dice que una funcion:
T:V—W
es una transformacion lineal si satisface lo siguiente:
1. T(u+v) =T(u) +T(v) para todo u,v € V.
2. T(A\u) = NT'(u) para todo N € R yu e V.

EJEMPLO 2.1 Pruebe que las siguientes transformaciones son lineales:

1.
7'V — W
u +— T(u)=0
2.
T:V — V
u — T(u)=u
3.

T7:V. — V
u — T(u)=ku

donde k es una constante en R.
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T:R* — R7”
r — T(z)=Ax

A es una matriz en My xn(R).

T.-R? — RS
(z,y) > T(z,y) = 2z —y,x+y,22 + 3y)

Solucion. Para probar que T es una transformacion lineal, en cada caso se
tiene que probar que 1" cumple con las dos condiciones dadas en la Definicion
2.1.

1. T(u) = 0 representa la transformacion cero. Ahora se verifican las con-

diciones de la Definicién 2.1.

e Para todo u,v € V se tiene:
Tu+v)=0="T(u)+T(v).
e Para todo A € Ry u € V se tiene:
T(Au) =0=A\T(u)
2. T(u) = u representa la transformacién Identidad.

e Para todo u,v € V se tiene:
Tu+v)=u+v="T(u)+T(v).
e Para todo A € Ry u €V se tiene:
T(Au) = du = \T'(u)

3. T'(u) = ku representa la transformacién Homotecia:
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e Para todo u,v € V se tiene:
Tu+v)=k(u+v)=ku+kv="T(u)+T(v).
e Para todo A € Ry u €V se tiene:

T(Au) = kdu = Meu = \T'(u)

4. La transformacién T'(x) = Az es una transformacién lineal, en efecto:

e Para todo z,y € R” se tiene:
Tx+y) =Alx+y)=Ax+ Ay =T(x) + T(y)
e Para todo A € Ry x € R" se tiene:
T(\x) = A(Ax) = Mz = \T'(x)

5. La transformacién T'(x,y) = (22 — y,x + y, 2z + 3y) es una transfor-

macién lineal, en efecto:
e Sean u = (x1,y1) ¥ v = (x2,y2) en R? entonces:

T(u+v) = T((x1,91) + (72,92))
= T(x1+ x2, 91 +y2)

Se observa que:
T(u+v) = (21 +22) — (Y1 +42), (¥1 +22) + (Y1 + v2),

2(%1 + l’g) + 3(y1 + yg))
Por lo tanto:

T(u+v) = (2z1—y1, x14+y1, 201 +3y1) + (202 — Yo, To+12, 202+ 3y2)

T(u+v)=T(u)+T(v)
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e Para todo A € Ry u= (z,y) € R? se tiene:

T(Au) = T(\x,\y)
= (2\z — Ay, A\x + Ay, 2z + 3)\y)
A2z —y,z +y,2x + 3y)
= MN(z,y) = \T'(u)

Por lo tanto se cumplen las dos condiciones de la Definicion 2.1. ]

OBSERVACION 2.1 Para probar que una transformacién T no es lineal es
suficiente que no se cumpla una de las propiedades de la Definicion 2.1. Por

ejemplo las siguientes transformaciones no son lineales:
T: R? — R T: #,(R) — R
(x,y) — T(z,y) =uzy A — T(A) =det(A)

OBSERVACION 2.2 Sean V,W dos espacios vectoriales y T : V — W una

transformacion lineal, entonces para todo A\, Ay € R y v1,v9 € V', se tiene:
T(Av1 4+ Avg) = M T (v1) + AT (v9) (2.1)
Generalmente para todo A, Ay, -+, A\p ER y vy, 09, 0, €V se tiene:
T(Mvr + Avg + -+ Awuy) = MT(v1) + AT (ve) + -+ - + N1 (vy)

Por el hecho anterior se dice que la transformacion lineal preserva la combi-
nacion lineal. Ademds, se observa que la expresion dada por (2.1) se puede

adoptar como una Definicion equivalente a la dada por la Definicion 2.1.

EJERrcICIO 2.1 Utilizando la Definicion 2.1 pruebe si son ¢ no lineales las

siguientes transformaciones:
1. T:R? —R3 T(z,y) =2z —y,x +y,x + 5y).

2. T:R> —R3 T(x,y) = bz —y, 1,7+ Ty).
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3. T:R* —R? T(z,y) = (v —y,zy).
4. T:R* — R, T(z,y) = |[(z,y)].
5 T:Cl—m,n] — R, T(f) = f*0).

TEOREMA 2.1 Sean V,W dos espacios vectoriales y T : V. — W una trans-

formacion lineal entonces se tiene lo siguiente:

2. T(—v) = =T(v) para todov € V
3. T(v—w)=T(v)—T(w) para todo v,w € W
Demostracion.

1. Sabemos que Ov = 0 para todo v € V entonces como f es una trans-

formacion lineal se toma A = 0 en la Definicion 2.1, por lo tanto:

T(0)=T(0v) =0T(v) =0

3. Tv—w) =Tw+ (—Dw) = T) + (-1)T(w) = T(v) — T(w) para
todo v,w eV

DEFINITION 2.2 Sean V,W dos espacios vectoriales y T : V. — W una
transformacion lineal. El Kernel ¢ Niucleo de T es el conjunto de vectores

v eV dado por:

Ker(T) ={v eV tal que T'(v) = 0}
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DEFINITION 2.3 Sean V,W dos espacios vectoriales y T : 'V — W wuna
transformacion lineal. El Recorrido ¢ Imagen de T es el conjunto de vectores
w € W que son imagen de al menos un vector v € V. La Imagen de T se

denota como:
Im(T) ={w e W tal que w =T (v) para alginv € V'}

TEOREMA 2.2 Sean V,W dos espacios vectoriales y T : V. — W una trans-

formacion lineal, entonces:
1. Ker(T) es un subespacio vectorial de V.
2. Im(T) es un subespacio vectorial de W .
Demostracion.

1. e Por el Teorema 2.1 se tiene que f(0) = 0 por lo tanto 0 € Ker(T).

e Sean u,v € Ker(T') entonces:
Tu+v)=T(u)+Tv)=04+0=0

lo que implica que u +v € Ker(T).

Sea A € Ry v e Ker(T) entonces:
T(A) =AT(v) =A0=0

lo que implica que Av € Ker(T). Por lo tanto Ker(T) es un

subespacio vectorial de V.

2. e Como f(0) =0 entonces 0 € Im(T).

Sean wy, ws € Im(T) entonces existen vy, vy € V tal que:

fo) =wry f(v2) = wo
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Como T es una transformacion lineal se tiene:
T(Ul + ’UQ) = T(’Ul) + T(UQ) = W + Wy
lo que implica que wy + wy € Im(T).
e Sea A€ Ry we Im(T). Como w € I'm(T') entonces existe v € V
tal que T'(v) = w. Ahora
T(A\v) =T (v) = \w
lo demuestra que Aw € I'm(T). Finalmente Im(T") es un subespa-
cio vectorial de W.

|

EJEMPLO 2.2 Pruebe que las siguientes transformaciones son lineales y en-

cuentre Niucleo e Imagen en cada caso:

" T: R? — R?
(r,y) — T(x,y) = (z,2+y)
2.
T: R} — R2
(r,y,2) — T(x,y,2) = (z—2y,y+3z)
3.
T: PR) — 25R)
p — T(p) =zp(z) +p'(2)
Solucion.
1. e Sean u = (z1,y1),v = (T2,y2) € R? entonces:

T(u+v) = T(x1+ 22,91+ Y2)
(x1 + 2,21 + T2+ Y1 + ¥2)
(1,21 +y1) + (22, 22 + ¥2)
T(x1,y1) + T(22,92)
= T(u)+T(v)
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e Sean A € Ry u= (z,y) € R? entonces:
T(A\u) = T(\x,\y)
(Az, Az + \y)
Mz, x + 1)
AT (z, y)
= A '(u)
Como T cumple con las dos propiedades de la Definicién 2.1 en-
tonces T' es una transformacién lineal.
El Nucleo de T esta definido como:
Ker(T) = {u € R* tal que T'(u) = 0}
es decir, se busca el conjunto de u = (z,y) € R? tal que T'(z,y) = 0, lo
que implica:
(z, 2 +y) = (0,0)
entonces © = y = 0, por lo tanto Ker(T) = {0}.
La Imagen de T esta definida como el conjunto de todo w = (z/, ') € R?
tal que existe u = (z,y) € R? con T'(z,y) = (2/,y') = (x,z+y). En este
caso Im(T) = R? pues, siempre se puede tomar r =2’ y y =y — /.
2. e Sean u = (x1,Y1,21),v = (T2, Y2, 22) € R? entonces:

Tu+v) = T(x1+x9,51 + Y2, 21 + 22)
(z1 + 22 — 2(y1 + y2), 41 + y2 + 3(21 + 22))
(21 = 2y1, 91 + 321) + (22 — 2y2, y2 + 322)
T(z1,y1,21) + T(22, Y2, 22)
= T(u)+T(v)
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e Scan A € Ry u=(z,9,2) € R? entonces:

T(A\u) = T(\x, Ay, \z)
(Ar — 2Ay, A\y + 3)\z)
Mz —2y,y + 32)
M (z,y, 2)
= MN'(u)

Lo que prueba que T es una transformacién lineal.
El Nicleo de T se reduce a buscar el conjunto de todos los (z,y, z) €

R3 que satisfacen la ecuacion:
T(z,y,z) = (0,0)

es decir, (z —2y,y + 32) = (0,0) 6 bien el siguiente sistema lineal

r—2y=0
y+3z2=0

Se observa que el sistema anterior tiene una infinidad de soluciones

homogéneo:

dadas por y = =3z y © = —6z, es decir, (z,y,2) = z(—6,—3,1)

para todo z € R | por lo tanto el Nicleo de T" queda como sigue:
Ker(T) =Vect{(—6,-3,1)}

Respecto a la Imagen de T se busca el conjunto (z/,y') € R?
tal que exista (z,y,z) € R con T(z,y,z) = (2,y'), es decir las

(7,9, z) € R? que satisfacen el siguiente sistema lineal;

x—2y=1a

y+3z=1v
El sistema anterior tiene una infinidad de soluciones por lo tanto
Im(T) = R
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3. e Sean p,q € Z(R) entonces:

Tp+q) = zp+a)+ @+
= ap+p +aqg+q
= T(p)+T(q)

e Sean A € Ry p € & (R) entonces:
T(Ap) = zip+ (Ap)
= dxp+ \p
= AT'(p)
Por lo tanto T' es una transformacién lineal.

El Niicleo de T es el conjunto de todos los polinomios p(x) = ag+ a1z +
asz? en P5(R) tal que T'(p) = 0, es decir:

ap+p =0
—
z(ag 4+ a1z + ayx?) 4+ ay + 2a00 = 0
—
ay + (ag + 2a2)x + a12® + aa® = 0
_

a; =0

agp+ 20, =0=qy =0

a, =0
lo que implica que p = 0, por lo tanto Ker(T) = {0}.
La Imagen de T es el conjunto de todos los polinomios g € Z3(R) tal
que existe p € P5(R) con T'(p) = q. Consideramos p € F5(R) tal que

p(r) = ag + a1z + azz? entonces:

T(p) = ap+yp
= x(ap + a1 + axx?®) + a1 + 2asx

= apr + a1 (1 + 2%) + ao (27 + 23)
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Lo que demuestra que ¢ es una combinacién lineal de

{x,1+ 22,2z + 2} por lo tanto:

Im(T) = Vect {x,1+ 2?2z + 2°}

|

DEFINITION 2.4 Una funcion f : X — Y es inyectiva (uno a uno) si se

cumple lo siguiente:

VreyeX f(r)=fly) =r=y
EJEMPLO 2.3 las funciones f(z) =z, g(x) = 2 son inyectivas

OBSERVACION 2.3 Geométricamente una recta horizontal cruza una fun-
cion inyectiva en un solo punto de lo contrario sera no inyectiva. Por ejemplo
2

la funcion f(x) = z° es no inyectiva, pues una recta horizontal la cruza en

dos puntos.

LEMA 2.1 Sean V y W espacios vectoriales y T : V. — W una transforma-

cion lineal. Entonces:
T es inyectiva si y solo si Ker(T) = {0}

EJERCICIO 2.2 Pruebe que las siguientes transformaciones son lineales y ve-

rifique si son inyectivas.

1
T : RZ2 — RS
(z,y) — T(x,y) = (2z,2 —y,0)
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T: MR) — M(R)
A s T(A) = A

Demostracion. =) Supongamos que 1" es inyectiva y sea x € Ker(T)
entonces:
T(x)=0=1T(0)
Como T es inyectiva se tiene que x = 0 por lo tanto Ker(T') = {0}.
<=) Supongamos que Ker(T') = {0}. Sean =,y € V tal que:

T(x) =T(y)

entonces T'(x — y) = 0 por lo tanto x —y € Ker(T). Como Ker(T) = {0}
entonces x — y = 0 y finalmente x = y lo que demuestra que T es inyectiva.
O

DEFINITION 2.5 Sean V' y W espacios vectoriales. Dada una transformacion
lineal T :'V — W, la dimension del Kernel de T se llama nulidad y la

dimension de la Imagen de T se llama rango de T'.

El siguiente Teorema relaciona la nulidad de una transformacién lineal T' con

su rango.

TEOREMA 2.3 Sean V y W espacios vectoriales y T : V. — W una trans-

formacion lineal. Supongamos que dimV = n, entonces:
nulidad(T') + rango(T) = n

Demostracion. 1°* Caso. Supongamos que la nulidad(T) = 0, enton-
ces Ker(T) = {0}. El Lema 2.1 implica que T es inyectiva. Ahora sea
B = {uy,ug, -+ ,u,} una base de V, entonces {T'(uy),T(ug),---,T(u,)}
es base de Im(T). En efecto, {T(uy),T(usz),--- ,T(u,)} son Li, pues para
todo A1, Ao, -+, A\, € R tal que:
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T()\lul + )\QUQ +- )\nun) =0

Como T es inyectiva entonces:
Auy + Agug + - - - + Ayu, = 0.
Ahora utilizando el hecho de que B es una base de V se tiene que:
M=X=-=X\,=0

lo que prueba que {T'(uy),T(us),--,T(u,)} son Li. Falta demostrar que
{T(uy),T(ug), -+ ,T(u,)} genera a Im(T). Sea w € Im(T) entonces existe
v €V tal que:

Tw)=w
Como v € V y B es una base de V entonces existen ay,as, -+ ,a, € R tal
que:
V= Uy + Qg + -+ + Qply
y:

w = T(ajuy + agug + -+ + ayuy)
= alT(ul) + OéQT(UQ) + -+ oznT(un)
Por lo tanto {T'(u1),T(uz), -+ ,T(u,)} es una base de Im(T) y finalmente

rango(T) = n. Ademas:
nulidad(T') + rango(T) = n

24° Caso. Supongamos que rango(T) = 0 entonces Im(T) = {0} lo que
implica que

T'(v) = 0 para todo v € V

es decir que Ker(T) = V por lo tanto nulidad(T) = dimV = n lo que de-

muestra el hecho dado en el Teorema en este caso.
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3¢ Caso. Supongamos que nulidad(T) # 0y rango(T) # 0. Sea {vy, va, - -+ , v}
una base de Ker(T). Para demostrar el hecho dado por el Teorema es su-
ficiente demostrar que I'm(T") tiene dimensién n — r. Como {vy,vq, -+ , v, }
son l.i sabemos que existen v, .1, V49, -, v, € V tal que {vy,vq, -+ ,v,} es
una base de V. Ahora demostramos que B' = {T'(v,11), T(vy32), -+, T(v,)}
es una base Im(7T). {T'(vy+1), T (vr42),- -+ ,T(v,)} son Li. En efecto, sean

Qri1, Qryo, -+, 0y € R tal que:
Qp1Upp1 + QpgUpyo + -0 -+ QU = 0

entonces:

T(&T+1UT+1 + Qg oUpyo + -+ + Cann) =0

lo que implica que
Qi 1V g1 + QpioUpio + -+ + v, € Ker(T)

Como {vy, vy, -+ ,v,} una base de Ker(7T) entonces existen Ay, Ay, -+, A, €

R tal que:

Q1 Vg1 + QpgaUpgo + -+ -+ QU = AU1 + AoV + - + A0y

y
Qi 1Vp g1 + QyaUppa + 0+ QU — AU — Agug — - - — Apu, = 0
Como {vy, vy, -+ ,v,} es base entonces:
ar+1:ar+2:"':anzo

Por lo tanto B = {T'(v;41), T(vy42), -+ , T(v,)} es Li. Ahora falta demostrar
que B’ genera a Im(T). Sea w € Im(T) entonces existe v € V tal que

T(v) = w. Como v € V entonces existen py, o, , i, € R tal que

U= 1V + foU2 + - - -+ U Up
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w = T(puvr + pove + -+ =+ finVy)
= T (v1) + pT(ve) + -+ + p, T (vy)
fr1 T (Urs1) + pr2T (vrg2) + -+ p T (vn)

El paso anterior se debe a que
{v1,v9,+-+ ,v.} C Ker(T)

Finalmente B’ = {T(v,11),T(vy12), -+ ,T(v,)} es una base Im(T) lo que

demuestra que:
nulidad(T) + rango(T) =r+n —r =n = dimV
O

EJERCICIO 2.3 Verifique que el hecho del Teorema 2.3 se cumple para cada

transformacion lineal dada en el Ejemplo 2.2.

COROLARIO 2.1 Sea V' un espacio vectorial con dimension finita. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T es inyectiva
2. Ker(T) = {0}
3. nulidad(T) = 0
4. rango(T) = dimV
EJERCICIO 2.4 Se considera la transformacion:
T : Z5(R) — R?

tal que:



104 Transformaciones Lineales

1. Pruebe que T es una transformacion lineal.

2. Encuentre Ker(T), Im(T'), nulidad(T') y rango(T).

EJERCICIO 2.5 Sea:
T: ZR) — R2?,

tal que:
T(a+ Bz +Mz?) = (o — B,8+ ) para todo o, 3, ) en R.
1. Pruebe que T es una transformacion lineal.

2. Encuentre Ker(T), Im(T),nulidad(T') y rango(T).

EJERCICIO 2.6 Sea:
T: C?[0,00) — C[0,00)
2
f — @2f—5@f+25f.

1. Pruebe que T es una transformacion lineal.

2. Encuentre una base de Ker(T') y su dimension.

2.1. La Representacién Matricial

2.1.1. Motivacion

En esta seccion se da una representacién matricial de una transformacion

lineal:
T7: R* — R™
(2.2)
x +— T(x)
Sea {ej, es, -+ ,e,} la base estandar o canénica de R", es decir:

61:(1,0’-.- ’0)762:(0’1’-.. ’O)’... 76712(0707"' 7]_)
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Observando que para todo i = 1,2,--- ,n se tiene que T'(¢;) € R™ entonces:
a1 Q12 A1p
Te)= | | T = | 2 | T = | ™
Um1 Om2 Amn
Sea x = (x1, 9, -+ ,x,) € R" entonces:

T = x1€1 + Toly + -+ xpeH
ademas,

T(x) = x1e1+ x99+ -+ Tpe,

1001 Tol19 Tnlin
1021 HIpIe DY) TnOion
T10m1 ToOm2 LpOmn

r10q1 + To1g + -+ - + Tp1p

T1Qg1 + ToQigg + - + Ty,

T10m1 + Tolm2 + -+ TnCmn

a1; G2 s Qg x
Qg1 Qg2 -+ Oy X2
Om1 Oyt AOmn, Tp

Finalmente se deduce que:
T(QT) = MTQT
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donde
Q11 Q2 0 Qap
Qo1 Qg2 -+ Oy
My =
Am1 Qm2 ~ Qpp

OBSERVACION 2.4 1. A la matriz My se le llama la representacion ma-

tricial de la transformacion lineal T

2. La matriz My se obtiene al expresar los vectores T'(ey), T (ea), -+ ,T(ey)

en la base de R™ y finalmente representarlos como columnas de M.

EJEMPLO 2.4 FEncuentre la representacion matricial de cada una de las si-

guientes transformaciones lineales:

1.
T: R? — RR?
(r,y) — T(x,y) = (v +y,2x—y)
2.
T: R3S — R*
(x7 y? Z) |—> T($?y7 Z) = (x—i_y?x_y?Z?y)
Solucion.

1. La base canénica de R? esta dada por e; = (1,0),e2 = (0,1). Entonces:

=)o)

La representacion matricial de T" estd dada por:

11
My =
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r+y
2z —y

2. La base canénica de R? estda dada por e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 =
(0,0,1). Entonces:

Se observa que:

w(2)-(0 ) ()

Por lo tanto T'(z,y) = (z + vy, 2z — y).

1 1 0
1 —1 0
T(e1) = , T'(eg) = , T'(e3) =
(e1) 0 (e2) 0 (es) )
0 1 0
y
1 1 0
1 -1 0
My =
01
0
Ademas
1 10 r+y
T x
v 11 -10 | Ty
B 0 01 Y p
z
0 10 Yy

Por lo tanto:

T(I’,y,Z) = ("E—i_y’x_y)zay)

|

OBSERVACION 2.5 Sim =1 en (2.2) entonces a My se le llama la repre-

sentacion covectorial de T.
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El mismo procedimiento dado arriba para encontrar la representacion ma-
tricial de una transformacion lineal de R™ a R™ se puede extender para
encontrar la representacion matricial de una transformacion lineal de un es-
pacio vectorial V' con base B = {vy,vq, -+ ,v,} a otro espacio vectorial W
con base B’ = {wy,ws, -+ ,w, }.En esta seccién se generaliza el concepto de

la representacién matricial a cualquier espacio vectorial de dimensién finita.

2.1.2. La Representacion matricial en un espacio vec-

torial

DEFINITION 2.6 (REPRESENTACION MATRICIAL DE UN OPERADOR LINEAL)

Sean T : V. — V una transformacion lineal y B = {vy,vq, -+ ,v,} una base
de V' tal que:

T(Ul) = 11V + (AP X%) + -+ A1 Up

T(Uz) = (91V1 + QigoUg + - - - + Qo Uy

T(vn) = Qp1U1 + QpaUs + - - - + QppUy

Entonces la representacion matricial de T estd dada por:

Q11 Qg1 - Qpg

Qip Qg2 -+ Op2
[T|p = Mp =

A1y Qop -0 (0799

TEOREMA 2.4 Sean T : V — V y B una base de V. Entonces para todo

u €V se tiene
[T(w)]p = [T]5[uls

donde [T'(u)|g y [u]p son respectivamente la representacion de T'(u) y u res-

pecto a la base B.
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EJEMPLO 2.5 Sea
T gg(R) — gzg,(]R)
p — T(p)=p(x)
1. Encuentre la representacion matricial de T respecto a la base candnica
de 323 (R)
2. Utilizando la representacion matricial de T encuentre T'(q(x)) donde
q(x) =11 — bz — Tx? + 423.
Solucion.
1. B={1,z,2% 23} es la base canénica de Z3(R). Calculando T en cada
vector de B se tiene:
T(1) =0, T(z) =1, T(z*) =2z y T(2*) = 32°.
Entonces la representacién matricial de T' queda como sigue:

0 0

1 0
0 2
T =
00
00

o o O
o w O

2. Por el Teorema 2.4 se tiene:

[T(q(=))]s = [T]sldls

11
)
Como [¢|p = . . entonces:

4
01 00 11
00 20 -5

T =

T(9)]B 000 3 -
0000 4
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Entonces

por lo tanto:

T(q) = =5 — 14z + 1227

lo ultimo coincide con ¢’ cuando se calcula directamente.

2.1.3. Matriz cambio de base

Supongamos que B = {vy, vy, ,v,} vy B' = {wy, wsq,- -+ ,w,} son bases

del mismo espacio vectorial V. Sea u € V

Qn

es decir:

U = Wy + QWy + -+ - + Wy

como los w;s son elementos de V' entonces se pueden expresar como combi-

nacién lineal de los elementos de la base B como sigue:

w, = a1 + Q12U + -t A1pnUp

Wo = QA21V1 + A2Vs + + - + A2,V

Wy = Ap1U1 + ApoVs + -+ - + Appln
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El siguiente paso es expresar a u como combinacién lineal de los elementos

de B.

U = QW+ QoWy + -+ W,
= o1 (CLHUl + a12V9 + -+ (Iln’l)n)

+&2(CL21?}1 + a9V + - -+ + agnvn)

+0tn (An101 + AoV + - -+ Appy)

lo que implica que:

u = (aqain + aga9 + - + apay)vr

+ (061(112 + Qo929 + -4 Oénang)vg
+ (alaln + Q2G2op + -+ anann)vn

Por lo tanto:

a1a11 + QGoy + -+ - + QpQn1

a1a1g + QoG + + -+ + QpQpo

[ulp =
1Ay + (051057 + -+ A Qpp,
@11 A21 -+ Al 651
Q12 A22 -+ Ap2 6]
A1p A2 - Ann (079
Pongamos:
@11 Q21 -+ QApl
Q12 Az -+ Ap2
PB’,B =

Q1p A2n - Ann
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Entonces se puede observar que:
[ulp = PB',B[U]B'

TEOREMA 2.5 Sean B = {v1,vy,-- ,v,} y B' = {wy,wy, - ,w,} bases del

mismo espacio vectorial V. Sean a;; € R tal que:

w1 = a11V1 + a2V + -+ -+ A1pUy
Wy = Q92101 -+ 92V + -4 29, Up,
Wy, = Ap1V1 + An2U2 + -+ ApnUp
Y sea

@11 A21 -+ Al

Q12 Q22 -+ Qp2
Pp g =

A1p A2 - Ann

Entonces Ppi p es invertible y para todo w € V' se tiene:
1. [U]B:PB’7B[U]B’-
2. [U]B’ = (PB’,B>_1 [U]B

DEFINITION 2.7 [Matriz Cambio De Base] Sean B y B’ bases de un espacio

vectorial V. Entonces:
1. P p se llama matriz cambio de base de B' a B.

2. Ppp = (PB/’B)_1 se llama la matriz cambio de base de B a B'.

EJEMPLO 2.6 Sean:
B={e; = (1,0),eo = (0,1)} y B' = {w; = (1,1),wy = (—1,0)} bases de R?.

1. Encuentre las matrices cambio de base Pp g y Pp pr.
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2. Sea uw = (—4,3). Encuentre [u]p.
Solucion.

1. e Para encontrar Pp p es suficiente representa los vectores de B’ en

la base B como sigue:

wp = (1,].) = (1,0)+(0,1) =e1+ €9
Wy = (—1,0) = —(1,0) + O(O, 1) = —€1 + 062

1 -1
Pp g =
1 0

e Para encontrar Pp g/ sabemos por la Definicién 2.7 que

Por lo tanto:

Ppp = (PB’,B>_1

entonces es suficiente encontrar la inversa de la matriz Pp/ g. Uti-

01
-1 1

lizando el método de Gauss-Jordan se tiene:

1 =11 0\ aen (1 =1 1 0\ gum [ 10
= -
1 0[0 1 0 1|-1 1 0 1

Entonces:
0 1
Ppp =
-1 1

2. Por el Teorema 2.5 se tiene:

(—4,3)]p = Pppl(—4,3)]5
B 01 —4
ol -1 3
(3
o\ 7
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Por lo tanto:

(—4,3) = 3wy + Twe = 3(1,1) + 7(—1,0).

EJEMPLO 2.7 Sea E =R3. B y B’ bases de R® dadas por:

B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
B = {(1,1,0),(=1,2,—1),(3,-1,2)}

1. Encuentre las matrices cambio de base Pp g y Pp pr.
2. Siu=(1,4,5). Encuentre [u]p.
Solucion.
1. e Pongamos
er = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0, 1)
w; = (1,1,0),wy = (—1,2,—1), w3 = (3,—1,2)

Se observa que los vectores de B’ se representan en B como sigue:

wy = (1,1,0) = (1,0,0)+(0,1,0)
= € +€2+0€3
wy = (—1,2,—-1) = —(1,0,0)+2(0,1,0) — (0,0,1)

= —€1 —|—2€2 — €3

ws = (3,-1,2) = 3(1,0,0) — (0,1,0) +2(0,0,1)
= 3e; — eg + 2es
Entonces:
1 -1 3
Ppp=1]11 2 -1

0 -1 2
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[ ] PB,B’

(PB/jB)_l. En efecto,

O O MIAN -~ ~
S M
o o~ =
e o —~ — I
— =~
o —~ o _
™ <f —
— - O _ MmO
|
— M o [EETE— o
RIS N _ _
|
— O (@] — O o
— ™ ~ - ~ _
_ _
o
& =
—~ <
N— e’ —
- e
T ’ N
& o o ™ o oMl
S o~
R oS o — N
= —
— | _ — M~
o~ o _ _
™M <F A
— O O _ n o
o — A — M O — ™M o
| _ _
— o — O O — O (@]
_ _ N _ N .
— N el
(@] ® Wm
N~
= %
) ~

—
0NN |

— | — |

NI~ — |

(@) (@) —
(@] — (@)
— O O
/I\

el

et

il

&
—
Nl AN M AN
— —
S~ —H N

b
™M O —
S @)
— O o
N~

o

A

IT

At

Finalmente,

—
WO AN AN M|

— N

M AN — — |

Ppp = (

2. Por el Teorema 2.5 se tiene:

PB,B’ [U]B

[ulpr
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entonces:
3 1 35
2 2 2
[(17475>]B’ - —1 1 2 4

1 1 3
2 2 2

—13

= 13

9

Por lo tanto:
(1,4,5) = —13w; +8wqe+9w3 = —13(1,1,0)+13(—1,2,—1)4+9(3, —1, 2).
O
EJEMPLO 2.8 Sean B = {1,x} y B’ = {3,5 — 2z} bases de Z;(R).
1. Encuentre las matrices cambio de base Pp g y Pp p.

2. Sip(x) =7—13x. Encuentre [p(x)|p y exprese p(x) como combinacion

lineal de los elementos de B'.
Solucion.
1. e Pongamos v = 1,09 =2 y wy = 3,wy = 5 — 2x. Entonces:

wy =3 =3(1) +0(x)

wy =5 —2x =5(1) — 2(x)

3 5
Ppp =
0 —2

Por lo tanto:
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o Ppp = (PBIVB)_l entonces por el método de Gauss-Jordan se
tiene:
511
3 5|10 1 —-|= 0
(2 3|3
0 —=2]0 1 0 —2|0 1
511 1 5
1 == 0 1 0] =
(/2R 33 | e 3 6
0 1/0 —= 0 10 —=
2 2
Finalmente,
1 5
3 6
Ppp =
0 1
2
2. e Por el Teorema 2.5 se tiene:
p(x)]p = [7T—13z]p
= PB,B’[7_1SI]B
1 5
3 6 ( 7 )
. 1 —13
2
51
6
13
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e p(z) =7 — 13z se expresa en la base B’ como sigue:

51 13
7T—13x = —Ewl + Ewg

51

- @)+

13
2

(5 —2x)
EJERCICIO 2.7 Sean B = {1,z,2*} y B' = {1l + z,x + 2,1 + 2°}.
1. Pruebe que B y B’ son bases de P5(R).
2. Encuentre la matriz cambio de base Ppr p.

3. Utilizando la matriz cambio de base, encuentre la representacion de

p(z) =1+ 2z — 2% en la base B'.

EJERCICIO 2.8 Sean
B = {1,1’,3:2,:163}

Y
B'={-1+43z—22"+22°,2— 5z + 42® — 42®, -1 4 32 — 32° — 22°,1 — 3w + 22° — 2%} .
en P3(R).

1. Pruebe que B y B’ son bases de P3(R).

2. Encuentre la matriz cambio de base Pp p y deduzca la matriz cambio

de base Pp pr

3. Utilizando la matriz cambio de base Pp p , encuentre la representacion
de p(x) =1 — 2x + 52% — T2® en la base B'.
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TEOREMA 2.6 Sea T : V. — V una transformacion lineal. B y B’ bases de
V. Sean [T|g y [T)p la representacion matricial de T con respecto a B y B’

respectivamente. Entonces se tiene lo siguiente:
Tp = P [T5Pp B
EJEMPLO 2.9 Sea
T: R? — R?
(x,y) — T(z,y) = (32 — 4y, bz + 2y)

una transformacion lineal. Sean B = {(1,0),(0,1)} y B’ = {(1,1),(1,0)}
bases de R2.

1. Encuentre [T|g y [T)p -
2. Encuentre Pp p.

3. Verifique la igualdad el Teorema 2.6.
Solucion.

1. Pongamos v; = (1,0),ve = (0,1) y wy = (1,1),we = (1,0).

[ ]
T(1,0) = (3,5) = 3uv1 + 5vy
T(O, 1) = (—4, 2) = —41)1 + 21)2

[T]B=<§ ‘j)

e Para encontrar [T]p se tiene que representar T'(1,1) = (—1,7) y
T(1,0) = (3,5) como combinacién lineal de los elementos de B,

es decir, encontrar los valores de «, 5,a’, 5/ € R tal que:

T(1,1) = (=1,7) = a(1,1) + 3(1,0)
T(1,0) = (3,5)=a’(1,1)+ 3(1,0)
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lo que implica que:

a+p=-1 o +4'=3
a=7T Y o =5

entonces a = 7,5 = —8,a' =5, = —2 y por lo tanto:
T(1,1) = 7(1,1) — 8(1,0) = Tw; — 8wy
T(1,0) = 5(1,1) — 2(1,0) = 5w; — 2w,

Ahora [T]p queda como sigue:

7 5
(1)

Para encontrar Pp p se tiene que representar los vectores de B’ en la

base B como sigue:

’LU1:(1,1):(1,0)+(0,1):U1+02
w2:(1,0)2v1

Entonces Pp/ p esta dada por:

11
Pp p =
10

. Antes de verificar la igualdad del Teorema 2.6 se tiene que encontrar

1

Pg . Sabemos que Ppp = (P p)”" entonces utilizando el método
de Gauss Jordan se tiene:

1 1010\ mem (1 1| 1 0\goun, (1 O] 01
— —
1 00 1 0 —1|-1 1 0 —1]-1 1
ny (1 0]0 1
011 —1

0 1
Pp g =
1 -1
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La igualdad del Teorema 2.6 se verifica como sigue:

PopTloPos (0 1)(3-4)(1 1)
! ! 1 -1 5 2 10
B 7 5
()

— [Tls
O

DEFINITION 2.8 Sean V y W espacios vectoriales con bases respectivamen-
te B = {v1,v9, -, 0.} y B = {wy,wy, -+ ,wp}. Sea T : V. — W una

transformacion lineal tal que para a;; € R se tiene:

T('Ul) = a11wq + a12W2 + -+ A1 W,
T(’UQ) = QA91W1 + GoW9y + * + + + Ao, Wy,
T(vn) = Guwi 4 oWy + -+ + AW,
Y seq
aix QA21 - Gpl
a2 Ag2 -+ Ap2
T)p,p =
A1m  A2m Anm

TEOREMA 2.7 Sean V' y W espacios vectoriales con bases B y B’ respecti-
vamente. Sea T : V. — W wuna transformacion lineal. Entonces para todo

u eV se tiene:
[T(w)]p = [T]p,p[ul5
EJEMPLO 2.10 Sea T una transformacion lineal dada por:
T: R? — R?
(x,y,2) +— T(v,y,2) =(x+y+ 2,22+ 3y —52)
Sean B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B = {(1,5), (3,2)} bases de R>.
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1. Encuentre [T)|p p.

2. Sea u = (2,1,-3). Encuentre [T(u)|p utilizando el Teorema 2.7.

Solucion.

1. Pongamos v; = (1,1,1),v = (1,1,0),v3 = (1,0,0) y wy = (1,5),wy =
(3,2). Para encontrar [T|p g se tiene que encontrar las coordenadas de
T(v1),T(ve), T (v3) en B'. En efecto,

T(v) = T(1,1,1) = (3,0)
T(v) = T(1,1,0) = (2,5)
T(v) = T(1,0,0) = (L1,2)

Ahora se buscan «, 8, o, 5, a”, 5" € R tal que:
T(v) = (3,0)=a(1,5)+ £(3,2)
T(vy) = (2,5)=d/(1,5)+ F'(3,2)
T(vy) = (1,2) =a"(1,5)+ p"(3,2)
lo que implica los siguientes sistemas lineales:
a+3=3 o +38 =2 o +35" =1
{ ba+238=0 { 50/ +20' =5 { ba + 28" =2

Resolviendo los sistemas lineales se obtiene:

o= 5 o = U o = 4
13 13 13
) y
15 , D s 3
=1 =1 =13
Por lo tanto:
6 15 6 15
T = ——(1,5)+—(3,2) = —— =
(Ul) 13( ? ) + 13( Y ) 13w1 + 13w2
11 ) 11 5)
T = —(1 —(3,2) = — =
4 3 4 3
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Finalmente [T]p g estda dada por:

6 11 4
13 13 13
T)p,p =
15 5 3
13 13 13

2. e Encontrar [T'(2,1,—3)]p quiere decir representar 7'(2,1,—3) en
B'. T(2,1,-3) = (0,22) entonces sean «, 5 € R tal que:

(0,22) = a(1,5) + 8(3,2)

lo que implica:

66
a=—
a+38=0 13
—
504 + 26 =22 29
T}
66
13
Entonces [T'(2,1,—-3)|p =
22
13

e Utilizando el Teorema 2.7 se tiene:
[T(27 L _3)]3’ = [T]B,B’KQ? L, _3>]B

En la expresion anterior falta encontrar [(2, 1, —3)]p, el cual impli-
ca representar (2,1, —3) en la base B, es decir buscar «, 5, A € R

tal que:
(2,1,-3) = «a(1,1,1) + 5(1,1,0) + X\(1,0,1)
La ecuacién anterior se reduce al siguiente sistema lineal:

a+pB+A=2 o= -3
a+p=1 — ¢ /=4
a=—3 A=1
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y
~3
[(27 ]-7 _3)]3 = 4
1
[7(2,1,-3)p = [Tlpp((2,1,-3)5
6 11 4
13 13 13 —3
_ 4
15 5 3
13 13 13
66
13
922
13

2.2. Transformacion lineal invertible

DEFINITION 2.9 Se dice que una funcion f : A — B es suprayectiva si

para todo y € B eziste x € A tal que f(x) =y.

DEFINITION 2.10 Se dice que una funcion f : A — B es biyectiva si es

myectiva y suprayectiva.

TEOREMA 2.8 Sea f : A — B. Entonces [ es invertible, es decir, existe
f~1: B — A sies solo si f es biyectiva.

DEFINITION 2.11 Sean T : V. — W y 7 : W — X transformaciones

lineales. La composicion T yT denotada por 7 o T estd definida como:

ToT(u) =7(T(u)) para todo u € V
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DEFINITION 2.12 Sea T : V. — W wuna transformacion lineal inyectiva.
Definimos T~ como:
TV Im(T) —V

es decir, para todo w € Im(T) existe u € V tal que T'(u) = w.

TEOREMA 2.9 Sea T : V. — W wuna transformacion lineal inyectiva. En-

tonces tenemos las siguientes afirmaciones:
1. (T ' oT)(u) = u para todo u € V.
2. (T o T 1) (w) = w para todo w € Im(T).
3. T~ es una transformacion lineal.

TEOREMA 2.10 Sean V,W y X espacios vectoriales de dimension finita con

bases B, B" y B" respectivamente. Sean:
T7:V—a>Wyr: W —X

transformaciones lineales. Entonces se tiene lo siguiente:
[ToT)p g = 7|p 5 T|B 8B

EJjempLO 2.11 Sea B = {(1,0),(0,1)} y B" = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

bases de R? y R3 respectivamente. Sean

T R? — R?

T R3 — R?
(x,y,2) — 7T(x,9y,2)=bBr—y+2z,x+y+2)

1. Encuentre la regla de correspondencia de 7 oT.

2. Encuentre [T)pp, [T|lpp y[ToT|p
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3. Deduzca que [ToT|g = [7|p 5[T]55

Solucion.
1.
ToT(z,y) = 7(T(z,y))
= T<2I+y,$ —y,$+4y)
y
Tol(z,y) = (BQr+y)—(z—y)+2r+4y). 2z +y+z—y+z+4y)
= (1lz + 14y, 4z + 4y)

2. e Encontrar [T]p . En efecto,

T(1,0) = (2,1,1) =2(1,0,0) + (0,1,0) + (0,0, 1)
T(0,1) = (1,—1,4)=(1,0,0) — (0,1,0) + 4(0,0,1)

Por lo tanto

2 1
Tgp=]1 -1
1 4

e Encontrar [7]p 5. En efecto,

7(1,0,0) = (5,1) =5(1,0) + (0,1)
7(0,1,0) = (=1,1) = (=1)(1,0) + (0,1)
7(0,0,1) = (2,1)=2(1,0)+(0,1)

5 —1 2
[T]B',B =
1 11

e Encontrar [7 o T|p . En efecto,

T7oT(1,0) = (11,4) =11(1,0) +4(0,1)
7oT(0,1) = (4,4)=4(1,0) +4(0,1)

11 4
[TOT}B:( A 4)
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3. Se observa que:

2 1
5 —1 2
[T]B/,B[T]B,B/ = 1 -1
1 1 1
1 4
B 11 14
4 4
= [TOT]B

Un hecho confirmado por el Teorema 2.10.

EJERCICIO 2.9 Sean
T: R2 — R3
(z,y) +— (2,22 —y,3r +4y)

T R — R*
(ZE,y,Z) — T(IL‘,y,Z):(25L‘+Z,3y-2’,l‘-y,l‘+y+2)

transformaciones lineales. B, B’ y B" son las bases candnicas de R?, R? y

R* respectivamente.
1. Encuentre ToT.
2. Encuentre [T)p g, [T g y [ToT|ppr.

3. Utilizando la representacion matricial [T o T)|p pr deduzca la regla de

correspondencia de 7o T'.

EJERCICIO 2.10 Sean:
T: R? — R3 y 7:R3 — R?
(r,y) — Qr—y,y,z+y) (z,y,2) = (z—y+22,21+2y—2)
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1. Pruebe que T y 7 son transformaciones lineales.
2. Encuentre la representacion matricial de T y 7.

3. Utilizando la representacion matricial de T y 7. Deduzca la regla de

correspondencia para T o T.

TEOREMA 2.11 Sea T : E — FE wuna transformacion lineal y sea B una

base de E. Entonces las siguientes condiciones son equivalents:

1. T es invertible

2. La matriz [T|p es invertible. Ademds, si se satisface 1 6 2 se tiene que:
[T = ((T]5)""

EJEMPLO 2.12 Sea
T : R2 — RR?

una transformacion lineal y B la base canonica de T
1. Encuentre [T~1]p.
2. Deduzca la regla de correspondencia de T™'.
Solucion.

1. Por el Teorema 2.11 sabemos que [Tz = ([T]5) ", es decir, se busca

primero [T y luego su inversa. En efecto,

T(1,0) = (2,1)=2(1,0)+ (0,1)
T(0,1) = (—1,3)=(=1)(1,0) +3(0,1)
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Para encontrar la inversa de [T]5 se utiliza el método de Gauss-Jordan

como sigue:

1
2 -1/120 (lﬂfl 1 _5 5 0 Ry—R1
1 3]0 1 1 310 1 7
0 - — 1
2 2
1 1 1
(2@2 B1+(1/2)R>
0 1 1 2 01 1 2
77 7T 7
Finalmente
3 1
7T 7
[T s =(T)p) " =
1 2
7T
2. Por el Teorema 2.4 se tiene:
3 1

-3
o

Por lo tanto,

_ 3 1 1 2
T 1($7y) = (?LE + ?ya —?iL’ + ?y>

Es facil verificar que 7! o T'(z,y) = (z,y). En efecto,
T oT(z,y) = T '(2z—y,z+3y)
(20— )+ 20+ 39), —2 (20— y) + (2 + 3y)
= (=22 — —(z —=(2z — —(z
7 Y 7 Y) 7 ) 7 )
= (z,y)
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EJERCICIO 2.11 Sea
T: R? — R?
(x,y) — (3z+ 2y,4x)
una transformacion lineal y B la base canonica de T'.
1. Encuentre [T~ ]p.
2. Deduzca la regla de correspondencia de T—!.

3. Verifique que T~ o T(x,y) = (z,y).

EJERCICIO 2.12 Sea W = Vect {€**, e**cos(x), e**sen(x)} un subespacio vec-
torial de C'(R), y sea 2 el operador diferencial definido por Z(p(x)) = p'(x)
para todo p € C'(R).

1. Pruebe que B = {e**,e**cos(z), e**sen(z)} es una base de W.
2. Pruebe que & mapea a W en si mismo.
3. Encuentre la representacion matricial [9)|p de 9 en B.

4. Utilizando la representacion matricial [2)p, encuentre la derivada de
f(x) = 3e*® — e*cos(z) + 2e*sen(x)

y verifique que coincide con f'(x) al calcularla de manera directa.
5. Encuentre [27 '] y utilice este hecho para encontrar
/e%cos(a:) —2e*sen(x) dx
y verifique su resultado.

EJERCICIO 2.13 Sea W = Vect {cos(x), sen(x), zcos(x), xsen(z)} un subes-

pacio vectorial de C*(R), y sea 2 el operador diferencial definido por:

para todo p € C*(R).
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1. Pruebe que B = {cos(x), sen(x), zcos(x),xsen(zx)} es una base de W.
2. Pruebe que & mapea a W en si mismo.
3. Encuentre la representacion matricial [2)p de 9 en B.

4. Utilizando la representacion matricial [2)p, encuentre la derivada de
f(z) = cos(x)+2zcos(x), y verifique que coincide con f'(x) al calcularla

de manera directa.

5. Encuentre |27 g y utilice este hecho para encontmr/:z:cos(:c)+:csen(a:) dx.

Verifique su resultado.
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